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第 七 章 定 积 分 


87.1 定 积 分 的 概念 与 微 积分 基本 定理 


7.1.1 曲 边 梯形 的 面积 


定 积 分 最 朴素 的 思想 可 以 退 测 到 阿 基 米 德 时 代 , 阿 基 米 德 的 “由 
直线 组 成 平面 图 形 , 由 平面 组 成 立体 图 形 ” 的 思想 可 以 认为 是 定 积分 
的 萌芽 . 他 曾 借助 圆柱 和 圆锥 的 体积 并 利用 细 分 的 方法 求 出 了 球 的 体 
积 . 但 由 于 用 细 分 的 方法 无 法 解决 一 般 函 数 的 定 积 分 计算 问题 , 因此 定 
积分 的 研究 在 漫长 的 岁月 里 一 直 没 有 进展 . 直到 17 世纪 , 在 天 文学 和 
物理 学 等 学 科 的 促进 下 , 数学 研究 才 取 得 了 很 大 的 进展 . 伽利略 和 开 普 
勒 的 一 系列 发 现 , 如 开 普 勒 的 行星 运动 三 定律 等 , 导致 了 导数 的 诞生 . 
于 数 对 现代 数学 理论 的 建立 起 了 巨大 的 促进 作用 . 到 了 17 世纪 下 半 
叶 , 牛顿 和 莱 布 尼 世 两 人 在 综合 、 发 展 前 人 工作 的 基础 上 , 几乎 同时 建 
六 了 微 积 分 理论 . 正 是 这 种 理论 , 使 得 定 积 分 有 了 简便 的 计算 方法 , 从 
而 也 使 得 它 具 有 极 大 的 理论 和 实用 价值 . 

可 以 引入 定 积 分 概念 的 问题 很 多 , 如 开 普 勒 研 究 的 椭圆 面积 问题 ; 
已 知 速度 求 路 程 的 问题 ; 已 知 密度 求 质量 的 问题 ; 等 等 . 下 面 我们 以 求 
由 区 间 [a,b] 上 非 负 沙 数 f(z) 的 图 像 (曲线 ) 与 x 轴 及 直线 zx = az 一 
所 围 图 形 S (如 图 7.1.1, 我 们 称 访 图形 为 曲 边 梯形 ) 的 面积 为 例 来 详细 
阐述 定 积 分 的 基本 思想 . 

回忆 一 下 , 我 们 自前 所 能 精确 求 出 面积 的 图 形 只 能 是 由 有 限 条 线 
段 所 围 成 的 平面 图 形 . 如 果 y = f(z) 不 是 一 个 线性 函数 , 则 不 可 能 简 
单 地 用 某 个 我 们 已 知 的 计算 公式 算出 该 曲 边 梯形 的 面积 . 因此 我 们 需 
要 探究 如 何 来 求 这 种 图 形 面 积 的 方法 . 
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图 7.1.1 


为 了 使 问题 简化 , 我 们 假定 f(x) 在 区 间 [a,b| 上 连续 , 并 记 Mm 
分 别 为 它 在 区 间 [a, 引 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 在 重 积分 理论 中 , 我 们 将 
讨论 一 般 的 平面 图 形 的 面积 问题 并 证 明 曲 边 梯形 5S 的 面积 必定 存在 . 
现在 我 们 假定 该 曲 边 梯形 的 面积 存在 并 将 其 面积 仍 记 为 5, 易于 看 出 

mb—a)<s< Mb—a). 

设 函 数 y = f(z) (z es [oa, 相 ) 的 图 像 为 了 .由 连续 函数 的 性 质 可 以 
知道 下 上 必 有 一 点 (c, f(c)), 使 得 5 = f(c)(b 一 a). 我 们 事先 无 法 知 
道 c 在 何 处 , 能 做 的 是 在 区 间 [a,9] 上 取 一 点 &, 计算 Fe 一 a). 

f(&)(5b 一 a) 的 几何 意义 很 明显 , 它 是 以 区 间 [a,| 为 底 , 以 f(E) 为 
高 的 矩形 的 面积 . 它 与 8 的 误差 可 以 由 下 式 估 计 : 


IS — f(b — oa) =1f(0) — FO) -0) < 4 —m)(b 0), 
其 中 M 一 m 也 称 为 f(z) 在 fa,b| 上 的 振幅 . 
如 果 我 们 等 分 区 间 [a,4 成 两 个 小 区 间 ,并 令 zt = 2 ( 见 


7.1.1), 则 直线 rz = zl 将 5 分 成 两 个 曲 边 梯形 Si 及 5。. 现 将 
它们 的 面积 仍然 分 别 记 为 S! 和 52, 显然 有 


9 一 91 十 9». 
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在 95; 和 .52 中 重复 我 们 刚才 在 区 间 [a， b] 上 所 做 的 过 程 , 记 MA M， 

分 别 为 f(z) 在 区 间 [a,zi] 和 [zj,b] 上 的 最 大 值 , m1, ms 分 别 为 f(z) 

在 区 间 [a, Tz1| 和 [1， b 上 的 最 小 值 . 在 区 间 [a, zl | 上 任意 取 El1， 在 区 
同 [zi, 引 上 任意 取 &2, 则 有 以 下 的 估计 式 : 

f(z1 — a)— S| (Mi — m1) ” | 


|f(€2)(0— 21) 一 92| 和 (M2 一 ma) 


因此 
Etzl — a)+ f(é2)(b0— £1)— S| 


b—ua 
2 


< [4 一 mi 十 (Ma — m2)) 
和 (M—m)(b—a). 


上 式 成 立 是 因为 分 割 后 的 误差 估计 由 小 区 间 上 的 振幅 给 出 , 而 一 
个 函数 在 小 区 间 上 的 振幅 不 会 比 在 包含 该 区 间 的 大 区 间 上 的 振幅 大 的 
毕 改 . 上 式 还 告诉 我 们 : 对 于 分 成 两 块 所 得 到 的 和 式 f(&1)(z1 一 a) 十 
f(&2)(b 一 zi) 与 5 的 误差 和 原来 f(€)(b 一 a) 与 5 的 误差 , 分 割 后 的 误 
差 的 佑 计 式 不 会 变 大 . 在 许多 情况 下 , 比如 f(z) 在 区 间 [a, 中 单调 , 分 
割 后 任意 取 值 得 到 的 和 式 与 8 的 误差 估计 比分 割 前 的 误差 估计 会 变 
得 更 小 . 

当 区 间 [a,5] 分 割 后 的 区 间 长 度 很 小 时 ， 由 f(z) 的 一 致 连续 性 ， 
f(z) 在 每 个 小 区 间 上 的 振幅 都 可 以 很 小 ， 基 于 这 种 思想 , 我 们 将 区 
间 [a,4] 分 割 成 更 小 的 区 间 , 如 对 充分 大 的 n, 将 区 间 [a, 9] 等 分 为 ni 个 
小 区 间 ( 见 图 7.1.2). 设 其 分 点 为 

a= To0<T<T2 < < Tn = b, 
记 f(z) 在 区 间 [zi_1,zil(i = 1,2,… ,n) 上 的 最 大 值 为 M;, 最 小 值 
为 mi. 在 每 个 区 间 上 任 取 é&;, 作 和 式 


Df (0) (rs Ti_1), 
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则 此 和 式 与 5 的 误差 可 以 有 下 面 的 信人 计 : 


> fi) (zs 和 | 5 去 >》 (RM 一 rr ) (Ti = Ti_1). (7.1.1) 
i=]1 i=1 

上 述 不 等 式 右 边 即 为 图 7.1.2 中 与 曲线 相交 的 小 矩形 面积 之 和 . 由 于 f(z) 
在 区 间 [a,b| 上 连续 , 从 而 一 臻 连续, 因此 对 于 ve > 0,36 > 0, 当 每 
个 zi 一 Ti_1 6 时 (这 只 要 n 充分 大 即 可 ), 有 Mi 一 mi: < e. 于 是 我 
们 有 


f(z a 5 < >》 (Mi — Ti (ri 一 01 < ED 一 0 


4 一 二 


图 7.1.2 


以 上 分 析 告 诉 我 们 , 只 要 f(z) 在 区 间 [a,9] 上 连续 , 当 区 间 [ob 
分 割 得 充分 “ 细 ” 时 , 对 每 个 小 曲 边 梯形 的 曲 边 “ 以 直 代 曲 ”, 作出 的 和 
式 的 值 可 以 任意 地 接近 该 曲 边 梯形 的 面积 . 因此 有 


im 2_f(5)(c 一 Zi-1) 一 9 
下 面 我 们 以 由 曲线 f(x) = z2(z e [0,1]) 与 zx 轴 及 直线 z=1 所 
围 的 图 形 为 例 来 求 其 面积 5S ( 见 图 7.1.3). 


将 区 间 [0.1] 进行 n 等 分 , 其 分 点 为 0 ER +— 在 区 


1 
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| 二 S|,. . ,mn) 上 任 取 &;, 作 和 式 


-1N_ TI 
7 人 二 ) -= YD 


< 一 0 (0 一 co). 


| FT 
D8 -5 


D7 一 > — 1) 
t= 二 1 


二 ED 
ee 假定 一 个 质点 在 直线 上 


朝 着 一 个 方向 运动 , 其 速度 v = v(t) 是 时 间 t 的 函数 .为 简便 计 , 假 
定 v(t) > 0. 现在 我 们 来 求 在 时 间 段 [a,9| 内 质点 走 过 的 路 程 s. 
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若 v(t) =c 是 常数 函数 , 则 s = c(b 一 a). 如 果 v(t) 不 是 常数 函数 ， 
即 质 点 做 非 义 速 运 动 时 , 我 们 如 何 来 求 s 呢 ? 为 此 我 们 来 分 析 一 下 , 假 
定 v 人 是 连续 变化 的 (在 许多 实际 问题 中 大 都 是 如 此 ), 则 对 任意 to e 
[la,0, v(t) 在 to 附近 的 值 与 v(to) 很 接近 . 换 人 名 话说 , 对 很 小 的 6 > 0， 
在 时 间 段 [to 一 6,to 十 | 内 , 质点 走 过 的 路 程 5s 26v(to) WE “以 不 变 
代 变 ”). 这 就 启发 我 们 将 区 间 [a,5] 作 分 割 : a ==to < <:…<t,=b, 
当 入 二 max 世 一 去-1} 很 小 时 , 在 每 个 时 间 段 让 -雪人 = 1,2,.… ,n) 
内 质点 走 过 的 路 各 si SS VE) (ti ti_1), 其 中 心 全 友 -1 吉 ]. 因 此 ， 总 的 
路 程 


s 一 > 5i 人 yu 人 (7.1.2) 


it 一 工 

当时 间 段 [a, 昌 的 分 割 对 应 的 小 时 间 段 的 长 度 趋 于 零 时 , 上 面 路 程 
的 近似 值 与 路 程 的 准确 值 无 限 地 接近 . 因此 着 和 式 (7.1.2) 有 极限 , 此 
极限 便 是 我 们 要 求 的 路 程 . 容易 看 出 以 上 已 知 速度 函数 求 路 程 与 我 们 
在 前 面 求 曲 边 梯形 的 面积 具有 相同 的 “ 纯 数 学 ”极限 过 程 . 

7.1.2 ” 定 积 分 的 定义 

上 面 我 们 对 者 干 问 题 进行 了 讨论 , 在 目 然 界 还 有 许多 类 似 的 问题 ， 
在 解决 它们 的 过 程 中 可 以 抽象 出 一 个 相同 的 “ 纯 数 学 ”极限 过 程 . 为 
此 我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 7.1.1 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 有 定义 , 对 于 区 间 [a,0] 
的 一 个 分 割 


A:0= To <T < Tn = 4, 
记 Aci = Ti — zi_1(t = 1,2,... ,nn), A(A) = max {Azit. 在 每 个 小 区 
间 [i—1, Ts 所 一 1 i ,nn) 上 任 取 Ei1 作 和 式 


FE A 


如 果 当 A(A) 一 0 时 ， 上 述 和 式 存在 极限 1, 且 了 不 依赖 分 割 A 的 选 
取 及 &(i = 1,2,… ,mn) 在 [x;_1,zi] 上 的 选取 , 则 称 f(x) 在 区 间 [a,b 
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上 是 黎 曼 可 积 (简称 可 积 ) 的 , 同时 称 7 为 f(z) 在 区 间 lc. 中 上 的 定 积 
分 , 记 为 | 
I= /fojdz 

其 中 a 与 5 分 别称 为 定 积分 的 下 限 和 上 限 , f(z) 称 为 被 积 函 数 ,z 称 
为 积分 变量 

在 定 积分 理论 的 讨论 中 , 我 们 经 常 要 遇 到 分 割 求 和 . 为 了 使 行文 
简洁 , 在 今后 对 每 个 给 定 的 区 间 [a, 中 , 我 们 总 是 用 A : a = zo < zi < 
… < zn = 5 来 表示 它 的 一 个 分 割 , 对 于 这 个 分 割 总 是 记 Ar; = zx; - 
zii(i = 12… ,并 且 记 和 (A) = max,{Azi}， 在 uvzdG = 


1,2,… ,n) 上 任 取 一 点 如 我 们 称 和 式 5 f(E;)Azi 为 函数 f(z) 关 
一 二 


于 A 的 黎 曙 和 . 

用 “e-6” 语言 叙述 定 积 分 的 定义 则 更 为 精确 . 

定义 7.1.1 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b| 上 有 定义 , 若 存 在 常数 Te 
民 , 使 得 对 于 Ye > 0, 36 > 0, 对 区 间 [fa, 刀 的 任何 一 个 分 割 A, 当 A(A) < 
6 时 , 在 每 个 [zi_1, zi](i = 1,2,…,n) 上 任 取 &, 都 有 


Df(éi)Ar:; 一 | <&, 


一 了 


则 称 函 数 f(x) 在 区 间 [中 是 黎 曼 可 积 的 , 并 称 了 为 函数 f(z) 在 区 
间 [a,6] 上 的 定 积分 . 
今后 , 我 们 用 记号 ffz)eRfla, 忆 表示 函数 f(x) 在 区 间 [a,9] 上 可 积 . 
从 定义 7.1.1( 或 定义 7.1.1) 可 以 看 出 : 若 函 数 f(z) 在 区 间 [a, 可 


b 
上 可 积 , 则 它 在 区 间 [a,4] 上 的 定 积分 / f(z)dz 是 一 种 特殊 和 式 的 极 
限 . 因此 , 和 式 写 成 yj)Az 与 Df)At 并 不 影 啊 和 式 的 极限 ， 
#4 三] 一 
此 和 式 是 由 函数 关系 矿 决定 的 , 与 自 变量 取 z 还 是 取 t 无 关 , 即 
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/ ?f(z)dz = | 四 此 


值得 注意 的 是 , 上 述 和 式 的 极限 与 我 们 所 学 过 的 序列 极限 和 函数 
极限 是 不 同 的 . 在 A(A) 一 0 的 过 程 中 , 这 个 极限 过 程 具有 两 个 任意 
性 , 即 分 割 的 任意 性 及 在 每 个 小 区 间 上 &; 选取 的 任意 性 . 尽管 这 些 极 
限 过 程 有 所 不 同 , 但 定 积分 定义 中 和 陈 的 极限 与 序列 极限 或 函数 极限 
仍 具 有 一 些 相 似 的 性 质 , 如 一 个 函数 的 定 积分 存在 , 则 它 必 定 唯 一 . 这 
些 性 质 的 证 明 可 以 由 定义 直接 推出 , 读者 可 自 证 之 . 


7.1.3 “” 定 积分 的 几何 意义 
设 函 数 f(z) 在 区 间 [a, 上 连续 . 我 们 先 看 f(x) > 0 的 情形 . 根据 
b 
我 们 前 面 的 讨论 可 知 : 定 积分 | f(zydz 是 由 直线 =a,s=by=0 


与 曲线 y = f(z) 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 5. 
当 f(x) < 0 时 , 同样 地 设 由 直线 x = 二 a,xz=b,y= 二 0 与 曲线 y = 


f(z) 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 为 5, 则 此 时 5 = - / pa 
b Lh 
当 jz) 有 正 有 负 有 时 ， 则 / f(z)dz 是 由 直线 z=a,z=b,y=0 与 y= 


f(z) 所 围 成 的 几 个 曲 边 梯形 中 , 位 于 z 轴 上 方 的 各 个 曲 边 梯形 面积 之 
和 减 去 位 于 z 轴 下 方 的 各 个 曲 边 梯形 面积 之 和 . 如 图 7.1.4, 则 有 


b 
/ Tlm ds 一 S| — So Ss — I4. 
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7.1.4 连续 函数 的 可 积 性 


在 对 曲 边 梯形 面积 的 讨论 中 , 如 果 假 定 该 面积 存在 , 我 们 找到 了 一 
种 求 出 该 面积 的 方法 . 有 了 这 一 基础 , 对 一 个 连续 函数 y = f(z),z Ee 
[ai 我 们 比较 容易 证 明 它 在 区 间 [ae, 负 上 必定 是 可 积 的 . 

定理 7.1.1 “” 设 函数 f(z) es Cla, 中 , 则 f(x) € Rla, bl. 

证 明 记 mm,.M 分 别 为 函数 f(x) 在 区 间 [a,b| 上 的 最 小 和 最 大 
值 . 我 们 注意 到 , 对 区 间 [a, 刀 的 任意 分 割 A, f(z) 关于 A 的 任 一 黎 曼 
和 满足 


m(b— a) < Sdn < Je)Az 去 y MiAz < Mb— a), (7.1.3) 
i 二 1 i=] 1 一 ] 
其 中 mi 与 Mi 分 别 为 f(x) 在 区 间 [zi iazil( = 1,2,-… ;,n) 上 的 最 
小 值 和 最 大 值 . 特别 地 , 对 每 一 个 meE N, 将 区 间 [a,0| 的 n 等 分 的 
分 割 记 为 A，, 在 此 分 割 的 每 个 小 区 间 [zj zj]0 = 1,2,… ,n) 上 取 
定 &; = 7z;, 我 们 可 得 一 个 特殊 的 黎 曼 和 
Sn = f(z) 


nn 


这 样 一 来 , 我 们 便 得 到 了 一 个 序列 {5%}, 由 (7.1.3) 知 它 是 一 个 有 界 序 
列 , 因此 存在 收敛 子 列 {Sn,} C {Sn}. 设 lim Snx = 5, 下 面 我 们 证 
明 5 即 为 函数 f(z) 在 区 间 [a,8] 上 的 定 积分 . 
对 于 ve > 0, 由 函数 f(z) 在 区 间 fa, 中 上 一 致 连续 知 , 35 > 0， 
当 zx" € la,b| 且 |z' 一 zx"|<6 时, 有 
E 


Fe) fe < i 


从 而 对 任意 的 分 割 A, 当 A(A) < 56 时 , 有 


>》 (NM Mi ) AT < 7 


下 一 外 


由 于 im Sn, = 3， 因此 存在 K > 0, 使 得 当 nj > K 时 , 有 A(An,)<56 
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和 |Sn - S| < 3 同时 成 立 . 现 取 定 一 个 nk > K, 使 得 它 同时 满足 这 
两 个 条 件 , 即 (An。。) <5 和 |5w,。 - 8| < 5 
对 于 任意 的 分 割 A, 当 A(A) < 5 时 , 我 们 有 以 下 的 估计 : 


(&i) Ax:i 一 ATi 一 Dnxo + |Sn, — 9| 
jim fos Pe (7.1.4) 
7 二 1 To 2 加 


为 了 估计 上 述 不 等 式 右边 两 个 黎 曼 和 的 差 , 记 A' 为 A 与 Anw。 的 分 
点 集 的 并 所 构成 的 区 间 [a,5] 的 分 割 , 显然 有 A(A') < 5. 容易 看 出 对 
关于 A', 人 A, An 的 任意 黎 曼 和 , 有 下 述 佑 计 : 


SJ (5)Am 一 Sle 


一 上 


< VM; - — Ti) A < 3 一 


一 了 


hg 


Do) 


0 bp 一心 E 
(RH — om < 一 ， 
Dm 


= Se < 


Se 
| 


其 中 De, Az% 是 关于 A' 的 任意 一 个 黎 螺 和， yt (Mi 一 rni)Azi 是 


4 过】 


关于 分 割 A 求 和 , 5 (Mim 二 2 是 关于 分 割 Au。 求 和 . 因此 


7 三 1] 


Wkn 


D(A - 2 1) 元 


< LE _ YNF(EOAa 


抚 一 ] 
+ 5) ~ DFEE)AT 
7 二 1 此 一 了 
二 


4 4 2 
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将 此 估计 代入 (7.1.4) 式 即 得 


> f(€i)Ax:i 一 5| < E. 
i=1 


b 
这 就 证 明了 函数 f(z) 在 区 间 [a 中 上 可 积 , 并 且 f(z)dz =5. 证 毕 


7.1.5 ” 微 积分 基本 定理 


从 定 积分 的 定义 可 知 , 定 积分 应 在 许多 问题 中 有 重要 应 用 , 因此 如 
何 计算 一 个 函数 的 定 积 分 是 一 个 十 分 关键 的 问题 . 如 果 对 每 个 函数 都 
要 从 定 积分 的 定义 出 发 , 对 区 间 分 割 , 在 分 割 后 的 每 个 小 区 间 任 取 一 点 
作 和 式 , 再 求 极 限 , 当 函 数 稍微 复杂 一 点 , 求 定 积分 的 值 就 会 面临 巨大 
的 困难 . 如 果 没 有 一 种 相对 简单 的 定 积 分 计算 方法 , 定 积分 或 许 不 会 成 
为 一 种 有 用 的 理论 和 工具 . 

如 何 发 现 定 积分 简便 的 计算 方法 呢 ? 我 们 可 以 先 考 查 一 下 以 下 有 具 
体 问题 . 假定 我 们 已 知 一 个 质点 做 直线 运动 , 其 速度 函数 为 v(t) > 0(t e 
to,t1]), 现在 来 求 它 在 该 时 间 段 内 走 过 的 路 程 . 前 面 我 们 已 经 知道 , 若 
速度 函数 v 人 的 性 质 比较 好 (如 v(t) 是 连续 的 ), v(t) 在 [四 ,三 ] 上 的 定 


积分 w(tjqt 刚好 是 质点 在 该 时 间 段 内 走 过 的 路 程 ， 从 另外 一 方面 
来 看 , 该 段 路 程 刚 好 是 路 程 函数 s(t) 在 t=ti 和 t= to 两 点 的 值 之 差 . 
换 句 话说 , 我 们 有 

/ v(t)}dt = s(t1) — s(to). 


在 微分 学 理论 中 , 我 们 已 经 知道 了 s'( = v(t). 
那么 , 车 一 个 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 可 积 , 且 存 在 原 函 数 F(z)， 


b 
是 否 总 是 成 并 / f(z)dz = F(b) 一 F(aQ) 昵 ? 这 个 问题 已 由 牛顿 和 莱 布 
尼 获 解决， 因此 人 们 称 下 面 定理 给 出 的 计算 定 积 分 的 公式 为 牛顿 - 莱 
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布 尼 茨 公式 . 由 于 它 是 微 积 分 理论 中 最 重要 的 结果 ， 人 们 也 称 它 为 微 
积分 基本 定理 . / 

定理 7.1.2 ( 微 积 分 基本 定理 ) ” 设 函数 f(z) 在 区 间 [a,tj 上 有 定 
义 , 并 且 满 足以 下 两 个 条 件 : 

(1) 在 区 间 [a,8] 上 可 积 : 

(2) 在 区 间 [a, 上 存在 原 函 数 F(zx)， 


则 有 
/ f(r)dz = F(b) ~ F(a) F(z)| . (7.1.5) 
证 明 ”首先 , 由 于 函数 f(z) 在 区 间 [a, 上 可 积 , 任 取 区 间 [a, 冲 
的 分 割 
和 :4 一 7Z0<21 < Tn = b, 
在 [zi_1, zi](i = 二 1,2,-… ,n) 上 任 取 一 点 &;, 则 有 
Mim. BG )Ari = | f(a)ar 
其 次 , 对 于 分 割 A, 我 们 有 


F(b) — F(a) = [FE(za 一 下 (ci 下] 
在 [zi1;, Ti 二 1,2,… ,nn) 上 对 F(z) 应 用 拉 格 庆 日 微分 中 值 定 理 得 
F(zi) 一 天 (Zi 1) = FEi)Azi 
其 中 8 € (zizi. 因此 我 们 有 


F(b)— F(a)= lim, DF (ed) — F(zi_1) 
et ,De )AT: 


和 [ f(r)}dz. 
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利用 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 可 以 使 许多 定 积分 的 计算 变 得 十 分 简单 . 


例如 前 面 我 们 利用 分 割 、 求 和 以 及 计算 极限 求 出 了 / 2 由 
0 
于 f(z) = 7x? € Cl0,1], 由 定理 7.1.1, 我 们 知 f(x) = z2 e Rao, 如. 在 不 


定 积分 中 , 我 们 知道 F(z) = 全 是 函数 f(z) 的 一 个 原 函数 , 现 利用 牛 
顿 _ 菜 布 尼 茨 公式 即 有 


1 


0 3 


] 3 
上 Te2dzr 一 = 
0 3 


| ， 1 
例 7 了 .1 .1 设 Le = pp 四 十 n°) (a > 0), 求 lim 了 
1 T+ 
解 由 于 


rl ER i LT 二 名 
n\ne ne ne ne n ma 


因此 I 可 以 看 成 是 函数 za 在 区 间 [0,1 上 关于 分 割 


] 2 
ee | 
i ny nL 


的 一 个 黎 曼 和 . 由 xz? 在 [0,1] 上 连续 , 知 它 在 [0, 1] 上 可 积 . 在 不 定 积 


分 中 , 我 们 已 知 一 et 是 za 的 一 个 原 函 数 , 因此 由 牛顿 - 莱 布 尼 
茨 公式 得 


江油 


87.2 ”可 积 性 问题 
我 们 已 经 指出 , 在 微 积 分 的 理论 中 , 微 积 分 基本 定理 是 最 重要 的 定 


.从 该 定理 可 以 看 出 , 在 定 积分 理论 中 我 们 要 解决 的 两 个 基本 问题 
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(1) 函数 的 可 积 性 ; 

(2) 原水 数 的 存在 性 . 

在 以 下 各 节 中 , 我 们 将 逐步 展开 来 讨论 这 两 个 问题 . 在 本 节 中 , 我 
们 将 讨论 函数 的 可 积 性 问题 . 尽管 我 们 已 经 证 明了 连续 函数 的 可 积 性 ， 
但 在 许多 数学 理论 中 我 们 还 需要 讨论 更 为 广泛 的 可 积 函数 类 . 事实 上 
正 是 在 研究 更 为 广泛 的 函数 的 可 积 性 时 ， 人 们 创造 了 新 的 积分 理 
论 一 勒 贝 格 (Lebesgue) 积分 理论 . 关于 这 类 积分 , 我 们 将 在 实 变 
畏 数 论 这 门 课程 中 加 以 仔细 讨论 . 

要 解决 满 和 下 什么 样 条 件 的 函数 是 可 积 的 这 个 基本 的 问题 , 我 们 必 
须 从 定 积分 的 定义 着 手 . 在 定 积分 的 定义 中 , 分 割 是 任意 的 , 对 于 给 定 
的 分 割 , 在 每 个 小 区 间 上 取 值 也 是 任意 的 . 因此 , 在 函数 的 可 积 性 的 研 
究 中 , 我 们 自然 有 以 下 两 个 问题 : 在 定 积分 的 定义 中 ， 

(a) 是 和 否 可 取 特 殊 的 分 割 来 代 蔡 任意 的 分 割 ? 

(b) 能 盏 通过 特殊 的 取 值 来 作 和 式 ? 

遂 过 本 的 讨论 , 我 们 将 回答 这 两 个 问题 

7.2.1 ”可 积 的 必要 条 件 

自 先 我 们 观察 到 , 如 斥 一 个 函数 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 无 界 , 则 对 于 
任意 的 分 割 

上 :0 一 ZX0<Ii<<… < Tn = Lb, 

必 和 存在 1 < io < n, 使 得 f(z) 在 [zio-lyzio] 上 无 弄 . 对 每 个 i(1 <ign 
且 i 关 io), 在 [zi_1,zi] 上 取 定 &;, 作 和 式 


> fA, 


1 一 1 1 天 1 


则 上 述 和 式 在 &; 取 定 后 是 一 个 定数 . 记 
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对 任意 的 M > 0, 由 于 f(z) 在 [zi。_1,zio] 上 无 界 , 因此 在 [zio_1, zio] 
上 可 到 Ea 使 得 


M+IM 
[FE > i | 
从 而 有 
Sf(Ei)Azi| - | y、 6)Azri + f(a) A 
i 一 1 i=1,i#¥io 
之 ff(éi0) | Ario 和 M1 | 
> M. 


由 于 M 是 任意 给 定 的 正 数 , 因此 当 A(A) 一 0 时， 》 f(&i)Azi 不 可 能 


有 极限 . 所 以 我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 7.2.1 “” 若 函 数 f(z) € Ra 中, 则 f(z) 在 区 间 fa, 中 上 有 界 . 

在 下 面 的 可 积 性 讨论 中 , 我 们 总 是 假定 函数 f(z) 是 区 间 [a,5] 上 
的 有 界 函 数 . 一 个 自然 的 问题 是 : 有 界 函 数 是 否 一 定 可 积 呢 ? 此 答案 
是 否定 的 , 如 下 例 所 示 . 

例 7.2.1 证 明 狄 利克 和 雷 函数 


1， x EW, 


"= Da- 人 reR\Q 


在 任何 区 间 [a,5| 上 不 可 积 . 
证 明 ”对 区 间 [a, 中 的 任意 分 割 A:a=zro<z< :<zn 一 中 
如 果 在 [zi;_1, zi(i ==1,2,… ,mn) 上 取 一 后 & (i=1,2,:…,n), 且 & 为 
有 理 数 , 则 
> _D(é&i)Ar: = 1; 


4 一 二 


车 取 上 为 无 理 数 , 则 > 
2 _D(é)Az: =0. 


2 一 
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因此 , 当 和 (A) 一 0 时 ,， 5.D(&i)Azs 不 可 能 存在 极限 . 这 说 明 D(z) ¢ 
Ra 中 罗 

例 7.2.1 实际 上 回答 了 我 们 在 本 节 开 始 时 提出 的 关于 可 积 性 的 第 
二 个 问题 (问题 (b)), 即 在 定 积分 的 定义 中 , 我 们 不 能 通过 取 特 殊 值 的 
黎 曼 和 来 确定 函数 的 可 积 性 . 

7.2.2 ” 达 布 理论 


关于 可 积 性 的 讨论 有 点 类 似 于 序列 或 函数 的 上 、 下 极限 的 讨论 
对 区 间 [a,b] 上 的 有 界 函 数 f(x) 和 [a,0| 的 一 个 分 割 A :a= zo < 
T1 过.… < 之 xn = 二 b, 由 于 f(x) 在 [zxi_1,zi](i = 1,2,:… ,n) 上 取 值 
的 任意 性 , 使 得 其 黎 曼 和 具有 一 定 的 任意 性 . 我 们 注意 到 : 如 果 f(z) 
在 [a, 上 可 积 , 由 定 积分 的 定义 可 知 , 在 小 区 间 . 上 任意 取 值 的 黎 曼 和 
当 A(A) 一 0 时 有 极限 , 那么 , 对 A(A) 很 小 时 的 每 个 分 割 A, 所 有 可 
能 的 黎 曼 和 的 上 确 界 和 下 确 界 必 相 差 不 大 . 显然 f(x) 在 每 个 小 区 间 上 
的 上 确 界 和 下 确 界 只 与 分 割 A 有 关 , 而 与 & 的 取 法 无 关 . 为 此 , 对 于 
分 名 和信 及 i 二 1,2,:…,n, 令 

M: = ep 让 m= inf sf (7)}. 


TE|Ti i, Ti TEIXi 1, 


我 们 作 如 下 的 和 式 : 


5(A) = y MAs, SA)= mA 
i=1 


5(A), S(A) 分 别称 为 f(z) 关于 分 割 A 的 达 布 (Darboux) 大 和 与 达 布 
小 和 和 

由 于 达 布 大 和 与 达 布 小 和 仪 仅 依赖 分 割 的 选取 , 对 达 布 大 和 与 达 
布 小 和 的 研究 可 以 避免 因 f(z) 在 [zi li,zilt = 二 1,2,… ,n) 上 取 值 的 任 


意 性 而 使 得 其 黎 曼 和 产生 任意 性 . 如 果 记 S(A) = 》,f(&i)Azi 为 f(z) 


4 一 】 


关于 分 割 A 的 任意 一 个 黎 曼 和 , 则 显然 有 
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SA) < S(A) < S(A). 
万 外 不 难看 出 , 当 f(z) es Cla,4] 时 , S( 人 ), 5(A) 均 是 黎 曙 和， 

下 面 我 们 来 研究 达 布 大 和 与 达 布 小 和 的 一 些 性 质 . 车 A' 和 A” 
都 是 区 间 [a,6] 的 分 割 , 并 且 A' 中 的 分 点 均 是 A” 中 的 分 点 , 我 们 则 
称 A” 是 A' 的 细 分 , 记 为 A' Cc A7. 

以 下 我 们 总 假定 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 有 界 , 涉及 的 分 割 均 
是 [oa 中 的 分 割 , 并 且 所 有 的 黎 曼 和 都 是 关于 f(x) 的， 对 一 个 给 定 
的 分 割 入, 我 们 记 wi = Mi 一 mi(i = 1,2,… ,n). wi 通常 称 为 f(zx) 
在 [zi_1, zi](i = 1,2,.… ,n) 上 的 振幅 . 不 难 证 明 


w= sup  {lle)- fc 


TT" ET 1,Ti| 

达 布 大 和 与 达 布 小 和 具有 以 下 性 质 . 

性 质 7.2.2 ” 设 A’ 与 A” 为 区 间 [a 46] 的 两 个 分 割 , 车 A' Cc A”, 
则 有 S(A') > 5S(A”) 和 S(A') < S(A”), 即 对 于 分 割 的 细 分 , 达 布 大 和 
不 增 , 达 布 小 和 不 减 . 

证 明 设 

A':a=7zxo<T1<.…<rn=b. 
我 们 先 假定 
A :Q=70<Z1< .< <I <Ti < <2on 一 记 
旭 A” 只 是 在 A' 中 加 一 个 分 点 xz’ 所 成 . 记 
Mi= sup [fo Mi= sup {f(r)}, 


Mi = ey {f(2)} 
则 有 AM < M; 和 MY < NM 因此 有 
S{A’) — S(A") 
= Mi(zi — zi1) — [Mi(2’ — zi1) + MY (zi — 72)| 
之 0. 
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对 于 A' 中 加 入 多 个 分 点 的 情形 可 以 比较 逐个 每 次 加 入 一 个 分 点 
的 分 割 的 达 布 大 和 并 利用 上 述 证 明 的 结论 得 到 ,对 于 达 布 小 和 的 情形 
可 类 似 讨论 . 证 毕 . 
性 质 7.2.3 设 A’ 和 A 是 区 间 [fa,b 的 任意 两 个 分 割 , 则 有 S(A’) < 
5S(A”), 即 任意 分 割 的 达 布 小 和 不 大 于 任意 分 割 的 达 布 大 和 . 
证 明 将 A'A" 中 的 分 点 合并 在 一 起 构成 区 间 [ae, 刀 的 一 个 新 的 
分 害 , 记 其 为 A = A’UA”. 由 性 质 7.2.2 得 
S(A’) < S(A) «< 5S(A) < S(A”). 
证 毕 . 
现 记 
m= inf, {f(z)}, M = Sup, (f(z)} 
则 对 任意 的 分 割 A, 有 
m(b—a) < S(A) < S(A) < M(b — a). 
当 分 割 越 来 越 细 时 , 性 质 7.2.2 告诉 我 们 达 布 大 和 与 达 布 小 和 在 某 种 意 
义 下 具有 单调 性 . 因此 类 似 于 单调 序列 极限 的 性 质 , 定义 


b b 
| rodaz=supfS(A)} 和 /Jojaz=intfS(A)} 


b nb 
我 们 分 别称 / f(z)dzr 和 / f(z)dz 为 函数 f(z) 在 区 间 fae, 届 上 的 下 


积分 和 上 积分 . 
定理 7.2.4 ( 达 布 定理 ) “” 设 函数 f(z) 在 区 间 [a,5| 上 有 界 , 则 
nb 
dim ,5(A) = 上 f(s)dr, jin S(A) = [ Fa 
证 明 只 证 上 积分 情形 , 关于 下 积分 的 证 明 留 给 读者 . 
对 于 Ye > 0, 由 上 积分 的 定义 , 存在 一 个 分 害 Al :a= xz) < x 
<.…< 之 XN 二 b(N > 1), 使 得 下 式 成 立 : 


a 
0 < 5(A1) - / Flz)dz < >: 
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对 任意 分 割 A :a = zo0 < zi <… < zn = 6b, 由 上 积分 的 定义 有 


J-b 
0 < 5(A) - | ds 


我 们 记 A* = AUA1, 并 考查 分 割 A 中 的 每 一 个 小 区 间 [z;_1, zi](i = 
1,2,.… ,n). 如 果 (zi;_1, zi) 中 无 Al 中 的 分 后 , 则 在 S(A) 与 S(A*) 中 
的 相应 项 同 为 MiAzi. 现在 设 (x;_1,73i) 中 含有 Al 中 的 分 点 . 记 让 
为 Al 中 个 小 区 间 的 最 小 长 度 , 者 预先 取 和 和 (A) < 6 则 在 (zi_1, zi 
中 只 有 Al 中 的 一 个 分 点 z'. 因此 5S(A) 与 5(A*) 中 相应 项 之 差 为 


Mi(zi — wi) — [Mi (x — xii1) + M(xi — 1 )| 
< (AM 一 mczi 一 TI < (Mm)A(A), 


其 中 
Mi= SUP 外 
TE [TI 1 
Mi = se 让 Mt = = sup {f(72)}; 
TE[LTi1) TE[IT' ,Li 
We i jh M = Sup {f (2)}. 
因此 我 们 得 到 以 下 的 估计 : 


0 和 5(A)— S(A*) 过 (N 一 TOM — m)AA). 
我 们 不 妨 设 m < M, 否则 f(z) 为 常数 函数 , 此 时 结论 显然 成 立 . 取 6 = 


. E 
min {6a = 和 (和信) < 0 时 有 


0 <S(A) — 了 (rz)dz 


=[S(A) 一 “)] + [SsS(A”) -ADl+ | 可 [EU fs dz 


20 第 七 章 定 积分 


证 毕 . 
注 “如果 用 “se-b" 语言 来 叙述 定理 7.2.4, 则 它 的 形式 是 : 对 于 ve > 
0, 36 > 0, 对 区 间 [a, 引 的 任意 分 割 A, 当 A(A) < 6 时 , 就 有 


0 < S(A) — [ ta <Ee, 0< [ sr — S(A) < &. 
在 研究 什么 样 的 函数 可 积 这 一 问题 之 前 , 我 们 先 来 考查 一 下 定理 


7.2.4 的 证 明 过 程 ， 从 该 定理 的 证 明 中 读者 不 难 发 现 以 下 事实 : 对 于 
ve > 0, 若 我 们 能 找到 一 个 特别 的 分 割 A1, 使 得 


一 
0 < 5(A1) -/ f(z)dr < 5 
则 必定 存在 5 > 0, 使 得 对 任意 分 割 A, 当 A(A) < 6 时 , 有 
0 < SA)— [ f(a <E. 
上 述 事 实 告诉 我 们 如 下 绪论: ‘Adin, _S(A) = | f(z)dz 的 充分 必 
要 条 件 是 : 对 于 ve > 0, 存在 分 割 A, 使 得 
0 < S(A)— f ta < E. 
同 理 , 对 于 下 积分 , 我 们 也 有 相应 的 性 质 . 上 积分 与 下 积分 的 这 个 
性 质 将 应 用 到 可 积 性 问题 的 讨论 中 


现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 7.2.5 “” 设 函数 f(z) 在 区 间 [a, 上 有 界 , 则 f(x) € Rla, 吕 


的 充分 必要 条 件 是 
-b “a 
| f(ar = f f(s)ar. 
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证 明 ”必要 性 “我 们 观察 到 , 对 任意 的 分 割 , 通过 在 每 个 小 区 间 上 
的 特殊 取 值 , 可 以 使 黎 曼 和 任意 地 接近 达 布 大 和 或 达 布 小 和 . 设 f(z) e 


Ra, 引 则 对 于 ve > 0, 35 > 0, 对 [a,9| 的 任意 分 割 
A:ga= To0 <T To < < Tn = b, 


只 要 A(A) < 6, 就 有 


过 总 


Es b 
> 7(GDAn - f(z)dz 


其 中 &i E Ev (1 二 1],2,.…… ;| 


由 上 、 下 确 界 的 定义 , 存在 &/,&? e [zi_15 zi] (i = 12 
得 
oj ~ E 1 E 
f(&i) > Mi — 3 —— 友 f(8i) Si 十 和 
其 中 
Mi = SUp {f(z)}, iii 一 int {f(z)? (i = 1,2,.…: 而 外 
TE[Ti.1,T4i| TE[Ti_ 1T4| 
因此 有 
eb nn TL b 
/ f(T)dr—& < >_MiAz: ES YFE) A < / f(z}dzr+e 
~ i 二 1 i 一 1 
和 
bb nh nn Bs 
/ f(z)dr+ez> >》_miAz 十 E 之 FE Am > / f(r)dzr 一 6. 
一 上 Y 一 ] 1 一 1 a 
由 此 得 


b cb b 
[swar -es f torte< /Taz+e< | f(z)dz + 3e, 


即 
pb b 
og / f(r)az— | f(z)dz < 4e. 
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b ab 
由 于 / f(z)dz 与 / f(z)dz 是 固定 常数 , 由 < 的 任意 性 , 必 有 


fsa 一 f ar 
必要 性 得 证 


充分 性 ”由 定理 7.2.4 可 知 , 对 于 ve > 0, 36 > 0, 对 于 任意 的 分 
割 A, 当 A(A) <6 时 , 对 于 A 的 任意 黎 曼 和 S(A), 有 


上 f(x)dz (A) < S(A) < 5(A) < [ f(r)dz +e. 


we r=/ oF f(z)dzx, 则 由 上 式 得 
IS(A)—I|<e. 


由 定 积分 的 定义 知 f(x) es Ra 要. 充分 性 得 证 . 证 毕 . 

为 了 叙述 简便 ,下 面 对 于 [o, 引 的 一 个 分 割 A: ao = zo < zl < 
<2n 二 b, 我 们 总 记 wi 为 f(z) 在 区 间 [zi_i,zil] 上 的 振幅 . 

由 定理 7.2.4 和 后 面 的 注 及 定理 7.2.5, 我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 7.2.6 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 有 界 , 则 下 面 的 三 个 结 
论 相 互 等 价 : 

(1) f(z) 在 区 间 [a,b| 上 可 积 : 

(2) 对 于 ve > 0, 存在 区 间 [a, 引 的 一 个 分 割 A, 使 得 


Lf 
》 WiATi < EE: 
二 一 有 


(3) 对 于 ve > 0, va > 0, 存在 区 间 [a,5| 的 一 个 分 割 A, 使 得 ww; > e 
的 小 区 间 [1 Ti] 的 长 度 总 和 小 于 o. 
证 明 ”我 们 先 证 (1 全 (2). 设 f(z) e 尽 [a 由 定理 7.2.5 我 们 有 


所 pe f sta 
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再 由 上 、 下 积分 的 定义 易 知 , 对 于 ve > 0, 存在 [a,5| 的 分 割 A, 使 得 
: — pe E 
人 f(z)dz ~ £ < S(A) < 5(A) < § f(z)dr + 5. 


因此 有 » z 
》wiAzi = 5(A) — S(A) < = 
(2) 得 证 
现 证 (2) 人 (1). 由 于 对 于 ve > 0, 存在 [a, 旭 的 一 个 分 割 A :a = 


To <Xi < 达 … < zn = 二 b, 使 得 
a < E, 
i 一 1 
因此 有 
ab b n 
0 < / f(r)}dz -| Flz)dz < S(A) — S(A) = > wiAx: < Ee. 
a Jo_ i=1 
由 <s 的 任意 性 , 我 们 有 


| toe a We 


再 由 定理 7.2.5 我 们 知 f(x) € Rla, 1. 

下 面 我 们 来 证 明 (2)<<>(3). 首先 注意 到 , 对 于 ve > 0, 对 [a, 的 
分 割 

a 
总 有 
> wiAz: 一 > wiAr: 十 wiAni, 
1 一 1 (1) (2) 
其 中 和》 wiAz; 是 对 wi < 的 求 和 ， >》 wiAz; 是 对 wi > es 的 求 和 . 
(1) (2) 
先 证 (2) 全 (3). 对 于 Ve > 0, Yo > 0, 由 (2), 存在 分 割 


A:a=7T0<T < < Tn=b, 
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使 得 | 
> wiAr: < 0E. 
i 一 1 
因此 有 | 
ey》 Ar: < wiAr: < 》wiAmi 一 0E， 
(2) (2) j= 
即 
> _Az: Oo. 
(2) 
再 证 (3) 坊 (2). 记 w 为 f(z) 在 [a， 上 的 振幅 , 不 妨 设 f(z) 不 是 
弟 数 函数 , 因此 w > 0. 由 (3), 对 于 一 一 一 及 o= 二 存在 分 割 


2(b — a) 


A:a=7z0<T1 < < Tn =b, 


使 得 w > 30 一 的 小 区 间 [zi-+z 长 度 的 总 和 小 于 o。 现在 


1 Es 是 对 wwi < CT 了 的 求 和 ， En 是 对 wi > 3b — a) 


的 求 和 , 则 有 

>》 wiAzi = i 十 >_wiAT: 

t=] (2)' 

3 一》 Arzri 十 w》 Arzi 
CL 人 
二 二 二 
2 2 

证 毕 . 


注 ”定理 7.2.6 实际 上 回答 了 我 们 在 本 节 开 始 时 提出 的 第 一 个 关 
于 可 积 性 的 问题 (问题 (a)), 即 在 定 积分 的 定义 中 , 我 们 可 以 取 一 列 特 
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殊 的 分 制 A,, 只 要 当 A(A，) 一 0 时, f(z) 关于 A。 的 任意 黎 曼 和 可 以 
b 
任意 接近 一 个 常数 7, 则 flz) e Ria,g| 且 了 = Pad 


7.2.3 ”可 积 函 数 类 


由 上 一 节 的 结果 , 我 们 可 以 找到 一 些 常 见 的 可 积 函 数 类 . 

定理 7.2.7 设 函 数 f(z) 在 区 间 le, 已 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间 
断 点 , 则 f(z) e Rla, 0]. 

证 明 记 f(z) 在 [aa 上 的 振幅 为 w, 我 们 不 妨 设 w > 0 ( 否 
则 f(z) 为 一 个 常数 函数 ). 再 设 f(z) 在 [a,9| 上 的 间断 点 的 个 数 为 N. 
对 于 ve > 0, 在 [a,b] 上 取 N 个 互 不 相交 的 闭 区 间 , 使 得 满足 : (1) 每 
个 区 间 的 长 度 大 于 零 小 于 = 一 ; (2) 它们 包含 了 f(z) 在 [a,4] 上 的 所 
有 的 间断 点 ; (3) 它们 的 内 部 ( 设 [c, qj 为 一 闭 区 间 , 称 (c,d) 为 该 区 间 
的 内 部 ) 包含 了 f(z) 在 (a,5) 内 所 有 的 间断 点 ，[a,0b| 除去 这 组 区 间 
后 得 到 的 每 个 小 区 间 加 上 端点 则 为 有 限 个 闭 区 间 : 五 ,五 ,Ikx， 由 
于 f(x) 在 每 个 小 闭 区 间 万 (1 = 1,2,… ,KK) 上 连续 ， 从 而 一 致 连续 ， 
因此 存在 5 > 0, 使 得 当 x',zx” 属于 同一 个 闭 区 间 Lj, 且 |z 一 zi 一 6 
时 , 有 


将 每 个 小 区 间 I; 适当 等 分 ， 使 得 等 分 后 的 小 区 间 长 度 小 于 5, 则 所 有 
这 些小 区 则 的 等 分 挟 与 原来 的 N 个 区 间 的 端点 构成 [oa 中 的 一 个 分 
割 A:a= zo<Zzi<…< zn =b. 对 此 分 割 有 

e(b—a) 


;ep oA 十 2(b a) 一 


一 二 


证 毕 . 

注 ”定理 7.2.7 的 证 明 方 法 可 以 用 来 证 明 以 下 的 结论 : 设 函 数 f(x) 
在 区 间 [a,8] 上 有 界 , 且 有 无 穷 多 个 不 连续 点 , 在 这 些 间 晰 点 构成 的 集 
合 只 有 有 限 多 个 聚 点 , 则 f(z) < 已 [oa 有 
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男 外 ,由 定 积 分 的 定义 以 及 以 上 我 们 得 到 的 可 积 性 的 判别 法 容易 
看 出 , 者 肖 数 f(z) e RIa,b]， 尔 数 g(x) 在 [a b 上 有 定义 且 与 f(x) 
在 [c, 上 只 有 有 限 多 个 点 上 的 取 值 不 同 , 则 g(z) € R[a,9, 并 且 有 


/ “Jide / Pe 


定理 7.2.8 ” 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 单调 , 则 f(x) € Rla, 

证 明 不妨 设 f(x) 在 [a, 引 上 单调 上 升 . 对 于 ve > 0, 将 [a,0 
等 分 成 n 个 小 区 间 , 使 得 一 号 下) 一 人 9 < <， 设 其 对 应 的 分 旬 
为 a= zo 过 wil 达 :… 过 wn =b, 则 有 


> wiAT: =2_lf (zi) 一 Fly) 


4=] 1 二 1 


_ (ba) 
nn 


b—a 


no 


(f(b) — fla)] < &. 
证 毕 . 
例 7.2.2 ”证明 歼 曼 函数 


5 ze [oil,z= (p,q > 0, 为 既 约 正 整数 ) 
RZ)= 40, ze (0,1)\®Q, 
1 ， 车 必 


在 区 加 [0,1] 上 可 积 , 且 了 RR(r)dzr = 0. 

证 明 对 于 ve > 0, vo > 0, 在 [0,1] 中 仅 存在 有 限 多 个 点 使 
得 R(z) > e. 设 这 有 限 多 个 点 为 z'，,…,z 和 .在 [0,1] 中 取 N 个 互 不 
相交 的 小 闭 区 间 , 使 得 每 一 个 区 间 的 长 度 大 于 零 小 于 T， 并 且 它 们 包 


含 这 NN 个 点 . 进一步 我 们 要 求 当 z: 天 0,1 有 时, z' 落 在 某 个 小 区 闻 的 
内 部 . 对 于 这 N 个 小 区 间 的 端点 构成 [0, 1] 的 分 割 A, 那些 振幅 大 于 
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或 等 于 e 的 小 区 间 的 总 和 显然 小 于 站 .N = o， 由 定理 7.2.6 的 (3) 
知 R(xz) € RIO, 1]. 
由 于 R(z) 在 [0,1] 上 可 积 , 并 且 对 任意 的 分 割 


A:G= X00 < HT < Tn = b, 


在 每 个 [zi zi 中 取 &; 为 无 理 数 , 则 其 黎 曙 和 为 
D2_R(E)Ar = 0， 


因此 [ R(z)dz = 0. 
0 


1 
例 7.2.3 ”证 明 函 数 f(z) = 人 z 了 0， 在 任何 区 间 [a 0 
0， 


上 可 积 . 

证 明 ” 当 0 4 [a,8| 时 , f(z) 在 [a,b 上 连续 , 从 而 f(x) € Rla, |; 
当 0 € [a,b| 时 , f(z) 在 [ab 上 有 界 , 有 旦 只 有 一 个 间断 点 zo = 0, 因此 
由 定理 7.2.7 知 f(zx) € Rla,0]. 

从 本 例 中 可 以 看 出 , 尽管 函数 f(z) = sin = 在 zo = 0 的 邻 域 中 变 
化 非常 剧烈 , 但 它 仍然 在 包含 zo 的 区 间 上 可 积 . 

函数 的 可 积 性 问题 将 在 实 变 范 数论 课程 中 得 到 完全 解决 . 在 实 变 
图 数 论 谋 程 中 将 证 明 以 下 绪论. 

定理 7.2.9 ( 勒 贝 格 定理 ) “” 设 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 有 界 ， 
记 瑟 为 f(z) 在 [a,b| 上 的 间断 点 集 ， 则 f(x) e Ra 的 充分 必要 
条 件 是 : 对 于 ve > 0, 存在 一 列 开 区 间 (zx;_1,2zi) (i = 1,2,:…)， 使 


得 琅 Cc U [Bs 并 且 对 于 vn e N, 有 >》 (zi 人 
一 ;一 1 


47.3” 定 积分 的 性 质 
前 面 我 们 已 经 对 可 积 性 问题 进行 了 讨论 , 在 本 节 中 将 讨论 定 积 分 
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的 一 些 基 本 性 质 . 
首先 , 我 们 作 两 条 自然 的 规定 : 
(1) f f(s)ae = 0; 


本 b 
(2) 当 函 数 f(z) 在 区 间 [os 机 上 可 积 时 ,| f(z)az = - /f(z)az 
定 积 分 具有 以 下 基本 性 质 . 
定理 7.3.1 (线性 性 质 )” 议 消 数 f(x),g(7z) E Rla, bl, a,8 € R, 
则 af(x) 十 Bg(z) € Rla,b], 并 且 有 
b nb b 
f lafle) + pols)ar =o f fr)ar + pf ojdz 


此 性 质 可 由 定 积分 的 定义 直接 推出 , 请 读者 自 证 . 
定理 7.3.2 “” 设 函数 f(x) e Rla,49], 则 |f(x)| € Ria,b1, 并 且 有 


人 /elazj< | Goldz 


证 明 对 于 ve > 0, 由 jz) e Rla,0, 存在 [a,b| 的 分 割 
A:O= To TT En 一 站 
记 wi(f) 为 f(z) 在 [zi_i1,zi] (i = 1,2,…,n) 上 的 振幅 , 则 有 
Sd < E. 
现 记 wi(|f|) 为 |f(z)| 在 a = 1,2,…,n) 上 的 振幅 , 由 于 当 z/， 
z" E [zi_1,XTi] 时 , 有 
f(z) — f(z ON g IF(7) — fF(2); 


因此 有 
oil 用 < wilf) (= 1,2,..,n), 
从 而 有 | 
>》_ui(|jf|)Az < 外 


+=1 
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所 以 |f(z)| € Rla, a]. 
对 [a, 引 的 任意 分 割 A 及 [zi_i,zi(i = 1,2,… ,n) 上 任 取 的 &， 
我 们 有 


了 全 和 
因此 , 当 A(A) 一 0 时 , 有 


f sa 
证 毕 


定理 7.3.3” 设 a<c<b, 则 函数 f(z) e Rla,4] 的 充分 必要 条 件 
是 : f(x) € Rla,c| 和 f(z) € RIc,0]. 当 f(x)€ Rla,8| 时 ,下 式 成 并 : 
rb c b 
/ rodaz= | f(a)ar+ | f(z)dz. (7.3.1) 
证 明 ”必要 性 ” 设 函 数 f(z) € 已 [ra 中 我 们 证 明 f(x) 在 [a,49| 的 
任何 子 区 间 [ai,bi| c [ao 上 可 积 . 事实 上 , 由 于 f(x) 在 [a,9] 上 可 积 ， 
对 于 ve > 0, 存在 [a,0| 的 分 割 


< 》 |f(6)IAri 
2 一 】 


< /yjlaz 


和 :0 一 I0<TIS < Tn = b, 


记 wi 为 f(z) 在 [ziyzilG= 1,2…… ,mn) 上 的 振幅 , 则 有 
SwiAz, < E. 
i=1 
由 于 A 落 在 [al , 1)| 中 的 分 割 点 与 al, 构成 了 [al , b1| 的 一 个 分 割 
A' :ai 一 I0 冯 2 <…< 了 一 在 


对 于 此 分 割 显然 有 ， 
LAz <E, 


= ] 
其 中 Wi 为 fz) 在 [pi 1; 上 的 振幅 , 而 Ami = Ti — Ti1(t = 1,2,.:., 
Ric, bl. 
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充分 性 ”对 于 Ye > 0, 由 f(z) € Rla,od, 存在 [a,c| 的 分 割 
点 1 :6 一 0 所 IiS < Tn = 6, 


记 wi 为 f(z) 在 [zuzil(G = 1,2,…,n) 上 的 振幅 , 则 有 
Sn < > 
t=1] 

由 f(z) 三 Rle, 0， 存在 [e, 月 上 的 分 割 


Az2:0=70 T=b, 


记 ww 为 f(z) 在 [zi_1,24(i = 1,2,…,m) 上 的 振幅 及 Azx = 性 一 zi， 
则 有 


rm 
2 itAz: < 3: 
显然 , Al u As 是 [a, 的 一 个 分 割 A, 且 有 
和》 wwiAr 十 wiAz <E. 
i=1 i=1 


而 上 式 左 边 刚 好 是 f(z) 关于 A 的 每 个 小 区 间 的 振幅 乘 以 对 应 小 区 间 
的 长 度 之 和 , 因此 f(x) € Rla, 09]. 
现 证 定 积分 等 式 (7.3.1) 成 立 . 事实 上 , 对 [a,ecl 的 任意 分 割 


Al:QG= wo TTn=6 
作 黎 曼 和 》 f(é&;)Azi, 对 [c 电 的 任意 分 割 
i 一 1 
Ay :C= I DH ,= 


作 黎 曼 和 MJ(&!)Az, 则 


?一 二 


》 FJ)Am t+ > fE)Az! 
t=1 $=] 
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是 f(z) 在 [a,b] 上 关于 分 割 AlU As 的 歼 曼 和 . 由 于 以 上 的 各 个 黎 曼 
和 当 小 区 间 最 大 长 度 趋 于 零 时 都 存在 极限 , 因此 定 积分 等 式 (7.3.1) 成 
立 . 证 毕 . 

关于 本 性 质 我 们 要 指出 的 是 : 如 果 不 假定 a < c < b, 但 假定 函 
数 f(z) 在 所 涉及 的 区 间 是 可 积 的 , 利用 在 本 节 开 始 时 的 两 个 规定 ， 则 
等 式 (7.3.1) 总 是 成 立 的 . 例如 , 设 a <b<c, 假定 f(x) e Rfa,a, 则 仍 


然 成 了 江 | 
/ f(z)dz = 上 f(r)ar+ |/ f(z)dz. 
事实 上 , 我 们 有 


/ ‘f(s)ar = / adz+ | sas— | tas 
= 上 f(z)dz+ [sae 


定理 7.3.4 ” 设 函 数 f(x),g(z) e Ria,0], 并 且 对 于 Yze [a,9], 有 
f(z) 之 g(7), 则 z 
b p 
/ f(x)dz > / g(z}dz. 


定理 7.3.4 的 证 明 是 简单 的 . 事实 上 对 函数 f(x) - g(z) 用 定 积分 
的 定义 及 定 积 分 的 线性 性 质 , 即 可 推出 该 定理 的 结论 . 

设 函 数 g(z) 在 区 间 [a,b] 上 有 定义 , 如 果 [ab 是 有 限 个 两 两 互 
不 相交 的 小 区 间 的 并 ,并且 g(x) 在 每 个 小 区 间 上 均 为 常数 函数 ， 则 
称 g(z) 为 [a, 引 上 的 一 个 阶梯 函数 . 显然 闭 区 间 [a,9] 上 的 任何 阶梯 函 
数 是 有 界 的 , 而 且 至 多 只 有 有 限 个 间断 点 , 因此 阶梯 函数 是 可 积 的 . 

例 7.3.1 设 函 数 f(z) e Ria,b], 证 明 : 对 于 ve > 0， 


b 
(1) 存在 [a, 可 上 的 阶梯 函数 h(z), 使 得 / f(r) — (2s < e: 


b 
(2) 存在 Ia, 中 上 的 连续 函数 g(x), 使 得 / |f (zx) — g(x)ldzr < &e. 
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证 明 ”由 于 f(x) e R[a,4, 对 于 ve > 0, 存在 [a,9] 的 分 割 
A:a= To < < < Tn = b, 


记 Mi ri 和 wi 分 别 为 Flz) 在 [zxi_1,zi](i=1,2,…,n) 上 的 上 、 下 确 
界 和 振幅 , 则 有 


< 
(1) 定义 阶梯 函数 


a mn i 
- Mn, XE [zn 1,0| 
本 | ), i = 1,2 1 
Pa 
f(x) { ~ [zw 1 ob], 
则 了 (z) 与 f(z) 均 为 区 间 [oa 上 的 阶梯 函数 . 为 了 证 明 f(x) 与 f(z) 
满足 (1) 中 的 结论 , 我 们 令 
-~,、 Fe，zelea 且 开关 zi 
Fa fa), $= 
,~ | f(z), zx ela,d 科 基 届 
J (x) = | 有 
容易 看 出 7(z), f(z), f(z) 与 f(z) 均 为 [ob 上 的 可 积 函数 , 且 有 


(i 一 0, 1 ,n). 


b b 
| If) -Foolaz = 人 Go -Fala 


/ f(z) - f(z)ldz = [ f(z) = f, (z)ldz. 
由 振幅 的 定义 , 对 于 vz € [zi- 1 2 = 2,.….,n), 有 


If(7) — fi(2)| & wi [Te 
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f(z) — f, (2)| < wi, (7.3.3) 
从 而 有 


b 
/ f(z) — f(z)ldz | If (zx) — f(z)ldz 


3 / gw-AldzsyvwiAar <e 
i=1 * Ti—1 i 一 1 
和 b 
[ sf) -Tar <e 
取 h(z) = f(z)( 或 f(x)), 即 得 (1). 
(2) 作 折 线 依 次 连接 (Bi—1) f(xi1)) 和 和 (zi， f (zi)) (2 ee l, 2, Cy ?2 ), 
设 g(z) 为 [oa 上 的 函数 , 其 图 像 恰 为 该 折线 , 则 g(x) 在 [a,b| 上 连 
续 (g(z) 也 称 为 是 分 段 线 性 函数 ). 
同 理由 振幅 的 定义 , 对 于 Vz € [zi_1, zi](i = 1,2,.…,n), 有 


F(z) -gz < ws (7.3.4) 
因此 有 

| If(2) -glzjlaz<e 
从 而 (2) 得 证 . 


注 ”在 第 十 二 章 健 里 叶 (Fourier) 级 数 的 研究 中 , 我 们 还 要 用 到 
以 下 结论 : 放 图 数 f(x) e Rla,], 则 对 于 Ye > 0, 存在 区 间 [a,8| 上 的 
b 
| Ws) -gar < 


利用 例 7.3.1, 我 们 很 容易 证 明 此 结论. 事实 上 , 由 f(x) € Ria,]， 
从 而 存在 M > 0, 使 得 对 于 x e a,b, 有 |f(z)| < M. 对 于 ve > 0, 由 
例 7.3.1, 我 们 可 以 找到 [a,4] 上 的 连续 函数 g(z), 使 得 


6 E 
/ f(z) -eoldz< 二 
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显然 , 从 例 7.3.1 中 g(z) 的 构造 不 难看 出 , 对 于 vz e [a,9], 有 lg(zx)| < 
MM, 因此 有 


四 
/ [f (zx) 一 go] dz = | ol 
| (f(z) + lg(z) f(z) — glz)ldz 
生 
/ 2M|f (zx) — g(z)ldz 


<oM . , 
pT 四 


我 们 下 面 继续 讨论 定 积分 的 性 质 . 

定理 7.3.5 设 函 数 f(z),g(zx) € Rla,b], 则 f(x)g(xz) € Rla, bl. 

证 明 ”由 f(z),g(x) 的 可 积 性 知 , f(z) 与 g(z) 均 是 有 界 函数 . 我 
们 取 M > 0, 使 得 当 zx € [a,8| 时 , 有 |f(z) < M 及 lg(z)| < M. 对 
于 Ve > 0, 再 由 f(z),g(zx) 的 可 积 性 , 存在 [a, 刀 的 分 割 


心 :在 一 0<Z<…<Th 一 0 


记 wi(h) 为 函数 h(z) 在 [zzi (= 12……,m) 上 的 振幅 , 则 有 


yy Se 7 (7.3.5) 
及 
> wa ci (7.3.6) 


对 任意 的 ,zy € py xi, 由 


Je )gtz 一 Fr)gtc 
< fr)g(z ) 一 7 )g(z i++ gz ) 一 7)g( 
< |f(z")|g(z") — g(z)| + lo(z f(z ) — Flr) 


推出 


87.3 ” 定 积 分 的 性 质 35 


wii gj < Miwi( 力 十 wai(9j 三 1 2 , 7) 
因此 


> dojan <M Dl) )Axi 十 > wan] <。 


一 】 4 一 t=] 
容易 看 出 , 当 f(zx), g(x) € Rla,b| 时 , 未 必 在 [a,9| 上 可 积 
【如 此 时 f on, 可 以 是 无 界 函 数 ): 车 f(z) 与 g(z) 可 以 复合 , f(g(z)) 
在 la,b 上 也 不 一 定 可 积 . 例如 , 取 g(z) = R(xz), 其 中 R(x) 是 区 间 [0, 1 
上 的 黎 曼 函数 , 而 取 
f(z) = 1- Wn 


VY, z=0, 
则 f(g(zx)) 为 区 间 [0,1] 上 的 狄 利克 雷 函 数 . 因此 f(g(x)) 在 [0,1] 上 
不 可 积 . 但 当 f(x) 连续 时 , 若 g(z) 是 [a,9] 上 的 可 积 函 数 并 且 f(g(zx)) 
在 [如 上 有 定义 , 则 必定 有 f(g(z)) € RIa,9]( 见 本 章 习 题 ) 
例 7.3.2 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,9| 上 连续 , 证 明 : 


bl 
(1) 如 果 对 [a, 的 任何 子 区 间 [ol, 刀 ] 有 / f(z)dz = 0, 则 f(x) = 
0, x € [a, bl: 四 
(2) 行 有 并 且 FUzijdz = 0， 风 f(x) =0,zx € [a,bl. 


证 明 (1) 用 反 证 法 . 倘若 f(z) 不 恒 为 0, 则 存在 zo € [oa, 避 , 使 
得 f(zo) 关 0. 不 妨 设 f(z0) > 0, 且 xo e (a,b). 由 f(z) 的 连续 性 , 存 
在 00 > 0, 使 得 [Xo 一 00, Xo 十 00| CC a, b|， 且 当 工 亿 [xo 一 00, Xo 十 jo| 时 ， 


有 
f f(zo) 
To 


To0+oo TD 十 60 
| f(z)}dz > De) [ dz = bof (x0) > 0. 


0 一 上 0 


f(z) > 
因此 
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这 与 已 知 玫 盾 . (1) 得 证 . 
(2) 用 反 证 法 . 当 f(x) 不 恒 为 0 时, 必 存 在 xo € (a,0), 使 得 f(xo0) > 
0. 由 (1) 的 证 明 过 程 知 , 存在 60 > 0, 使 得 
三 f(r)dz > 0. 


Tn— do 
但 此 时 有 ， 加 
/ f(z)dz > / f(z)dr > 0. 
这 与 已 知 巴 盾 . (2) 得 证 . 
例 7.3.3 设 0<g<w, 证明 mn < 
证 明 ” 当 p=g 时 ; 结论 显然 成 立 . 现在 设 g <p. 对 于 ze [gpl 
显然 有 二 < .注意 到 上 6 Ce 中 因此 2 6 Ra, 可 再 注意 到 inz 


是 = 的 一 个 原 函 数 , 因此 对 -两边 从 q 到 p 积分 得 


二 
aa XT 去 £3 —dzx = -一 -一 
87.4” 原 函数 的 存在 性 与 定 积 分 的 计算 


7.4.1 ” 变 限定 积分 


在 求 函数 的 不 定 积分 时 , 我 们 知道 有 些 初等 函数 的 不 定 积分 不 能 
由 初等 函数 表示 . 另外 , 当 一 个 函数 比较 复杂 时 , 求 不 定 积分 也 不 是 一 
件 容易 的 事 . 因此 我 们 很 难 知 道 某 类 函数 是 否 存 在 原 函 数 . 利用 定 积 
分 理论 , 我 们 则 可 以 知道 对 于 非常 广泛 的 函数 类 , 它们 总 是 存在 原 函数 
的 . 

设 函 数 f(t) € Ra,, 则 对 于 Yz e [a,9], f(t) € Rla, |. 因此 


sl) = f fat 


-az 
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是 定义 在 区 间 la, 上 的 一 个 消 数 . 我 们 称 $(z) 为 f(t) 的 变 上 限定 积 
分 . 同样 我 们 也 可 以 在 [w, 中 上 定义 f(t) 的 变 下 限定 积分 


b 
5(z) = / f(t)dt (ze 区 可 


下 面 我 们 将 要 看 到 B(x), (zx) 总 比 f(t) 具有 更 好 的 性 质 . 在 这 
里 我 们 只 讨论 B(xz) 的 情况 , 对 于 严 (z) 的 情况 请 读者 自己 讨论 . 

定理 7.4.1 设 6(z) 是 函数 f(t) e Rla,b| 的 变 上 限 积分 . 

(1) 右 f(t) € Rla,bl, 则 & (x) € Cla, dl: 

(2) 大 f(t) e Cla,9], 则 (xz) 在 [a,6b] 上 可 导 , 并且 6B'(x) = f(z)( 在 
端点 处 为 单 侧 寻 数 ). 

证 明 (1) 由 f(t) € Ra 存在 常数 M > 0, 使 得 对 一 切 t e 
a,0], 有 |f()| < M. 任 取 zo € [a,9, 则 当 zz [a,b| 时 ,有 


8(z) — (zo0)) - f roa-f fa 


= [ f(Dat| < | 人 fat 


<MiIz 3 Z0|. 


由 此 推 知 B(x) € Cla, 中 
(2) 现 设 f(t) e Cla,9|， 下面 我 们 证 明 B(x) 在 zo € (a,b) 处 满 
足 B/(zo) = f(zo)( 对 于 zo =a 或 5 的 情形 请 读者 自 证 ) 由 f(t) 的 连 
续 性 , 对 于 Ve > 0, 36 > 0( 不 妨 设 6 < min{fb 一 ro zo 一 ah);, 当 1t 一 zol| < 6 
时 , 有 
1 ~ f(zo)| < < 
因此 , 当 0<|x 一 zol <5 时 ,有 


i caj| = [ 104 人 76d f (Wdt — [ f(t)dt fleet f (xo)dt 


一 此 0 一 此 0 一 此 0 
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[1 | VO -reo | sO- [ f(t) = f(zo)lat 


ll 


和 一 To zzol 
< Elz 一 | = 
这 就 证 明了 
D(z0) = lim Se0) f(z0). 
工 一 了 0 工 一 工 0 


由 上 述 定 理 我 们 知道 , 区间 [a,4] 上 的 连续 函数 f(z) 总 存在 原 
函数 , 且 其 变 上 限定 积分 8(x) = 了 f(t)dt (z e fa 如) 即 是 它 的 一 个 


原 上 图 数 ， 在 以 上 定理 的 证 明 中 , 我 们 实际 上 证 明了 更 强 的 结论 : 若 函 
数 f(t) € 尽 a, 并 且 在 zo e [a, 引 处 连续 , 则 其 变 上 限定 积分 @6(z) 
在 zo 处 可 导 , 并 且 有 $'(x0) = f(xo). 

注 1 者 假 定 函数 f(z) 在 区 间 [a,b| 上 连续 , 从 定理 7.4.1 可 以 
简单 地 推导 出 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 . 事实 上 , 设 F(z) 是 f(z) 的 任 一 原 


函数 , 则 F(x) 与 f f(t)jdt 同 为 f(z) 的 原 函 数 , 因此 存在 常数 C, 使 
得 站 

a 人 f(t)dt+C. 
在 上 式 中 , 令 z=a, 得 Fal)=C; 令 zz= 刀 得 


fre f(t)dt = F(b) — F(a). 


再 将 积分 变量 换 回 x 即 得 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 . 

注 2 “牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 是 定 积分 计算 的 基本 方法 但 值得 指 
出 的 是 : 即使 一 个 函数 f(z) 存在 原 函 数 F(z), 有 时 候 f(z) 也 不 可 积 . 
例如 


] 
四 
F(z) = { Sin 一 2， T 兴 0 
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| 2 | 
f(z) = {= 一 二 co8 3， T 天 0， 
0, T=0 
的 原 函 数 . 显然 f(z) 在 z = 0 的 邻 域内 无 界 , 因此 f(z) 在 包含 2 二 0 
的 任何 闭 区 间 [a,5] 上 不 可 积 . 对 于 这 类 存在 原 函数 的 无 界 函 数 积分 问 
题 , 在 下 一 章 中 我 们 还 将 仔细 研究 . 
下 面 我 们 进一步 考虑 积分 上 (下 ) 限 是 函数 时 变 限定 积分 的 求 导 
问题 . 
各 函 数 f(t) e Cla, 可 全 = elz) 在 区 间 [a, 98] 上 可 导 , 且 对 于 Vx < 


Pp(L) 
al p(z) e [ao 中 则 对 于 yz e [a, 91, / f(t)at 在 [a, pl 上 有 定 
义 , 因此 它 是 [a, 86] 上 的 一 个 函数 . 若 令 
PLT) 
Glz)=/ fa 
则 G(x) 可 以 看 成 8(w) = / f(t)dt 与 4 = yp(z) 的 复合 图 数 . 因此 
G (Z) = (p(T))p (7) = Jp(z))P (7). 
类 似 地 , 我 们 也 可 考虑 积分 下 限 是 函数 的 情况 . 
Sm df fl? na 
例 7.4.1 求 导数 £(/ 已 dt 


解 ”由 于 e-* e C(-co,+eo), 因此 它 在 任何 有 限 闭 区 间 上 均 可 
积 . 显然 有 


= 芝 二 
e dt = | edt -| e +* dt, 
TL 0 0 


令 (4) = 人 e—t dt, wu 一 2 则 应 用 复合 函数 求 导 法 则 得 


0 
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d($(u)) 


du 


例 7.4.2 ” 求 极 限 a 
解 ”此 极限 为 . 型 不 定式 . 利用 洛 必 达 法 则 得 


工 一 + 省 人 TIT—0 A473 2 | 
7.4.2 ” 定 积分 的 计算 


从 和 牛顿- 莱 布 尼 蒋 公式 知 , 对 于 连续 函数 的 定 积分 , 只 要 能 找到 它 
的 一 个 原 函 数 , 则 定 积 分 的 问题 即 可 解决 . 因此 计算 不 定 积分 的 公式 
以 及 求 不 定 积分 的 方法 均 可 直接 应 用 到 定 积分 的 计算 中 . 
豆 一 Sinr， 了 了 0. 
例 7.4.3 求 了 工 = |, f(z)dz, 其 中 f(z) = 人 
解 ”注意 到 f(x) 是 分 段 函数 , 我 们 有 


0 - 
了 一 dr 一 | sin Tdzx 
0 


2 
2 0 3 2 
一 一 一 十 COS 开 - (至 +1) 
0 8 


调 


2 


尽管 定 积分 的 计算 可 以 先 由 不 定 积分 找 出 诛 函 数 , 然后 计算 轧 函 
数 端点 值 的 差 而 得 到 , 但 在 定 积分 的 计算 中 , 有 时 要 比 不 定 积分 来 得 简 
单 . 如 在 不 定 积分 的 换 元 法 中 必须 将 所 换 变量 换 回 原来 的 变量 , 但 在 
定 积分 的 换 元 法 中 , 则 无 此 必要 . 

定理 7.4.2 ( 换 元 法 ) ” 设 函 数 f(z) s Cla,9], p(t) 在 区 间 [a, 6 
上 具有 连续 导数 , 上 且 pw(a) = a,w(6) = b,a < v(t) <b(a gtgB), 则 有 


b | 
| f(s)ar =- / f (p(t))p (tat. 
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证 明 ”一 方面 , 由 于 f(z) e Cla,4, 因此 它 在 区 间 [a,6| 上 存在 原 
函数 F(x).: 由 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 , 我 们 有 


bb 
| f(z)dz = F(b) 一 F(a). 


另 一 方面 , F(yp(t)) 是 连续 函数 f(yp(t))yp'(t) 在 [a, 8 上 的 一 个 原 函 数 ， 
因此 也 有 


ra B 
f fp) Wat = Fo) = Fe(B)) - F(y(a) 
= FPF(b)— F(a). 

证 毕 

注 ”者 在 定理 7.4.2 中 , 假定 函数 y(t) 在 区 间 Ia, 8] 上 具有 连续 
导数 , 且 p(a) = b,p(8) =a,a < y(t) < bla gt < 6), 则 有 

b Cr 
/ f(z)dz = / f (g(t) (tdt. 
& 局 

另外 , 函数 w(b 在 fa g] 上 连续 的 条 件 可 以 减弱 为 w(t) ce Ria B81. 关 
于 此 结果 的 证 明 请 读者 自己 给 出 . 

例 7.4.4 设 阔 数 f(x) es CI-a,al (a > 0), 证 明 : 

(1) 车 f(z) 为 偶 函 数 , 则 / f(z)dz =2 / “f(z)dz: 


(2) 车 f(z) 为 奇 函 数 , 则 / “f(z)dz =0. 
0 
证 明 在 / f(z)dz 中 令 z= -5 则 有 


[ f(x)dz = 一 f f(—t)dt = 人 f(x) 


当 f(z) 是 偶 函 数 时 , 我 们 有 f(--z) = f(z)(zx e [a,al). 因此 由 定 
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积分 的 性 质 有 


fas 一 三 f(x)dz 十 人 f(x)dz 
- 起 ee 上 na f(z)dz. 


(1) 得 证 . 
当 f(z) 是 奇 函 数 时, 我 们 有 f( 一 x) = 一 f(x)(z € [一 aa 中 因此 由 
定 积分 的 性 质 有 


| sear= | f(s)az + | f(a)as 
= | faar+ 上 f(z)de 
二 一 人 f(z)dz 十 人 f(z)dz = 0. 


(2) 得 证 . ; 
例 7.4.5 求 定 积分 / V a2 一 Te2dz, aa > 0. 
0 


解 Sr=asint(te ,31); 则 z=0=t=0,2=a>t= 
由 此 得 


a 广 吾 
| Va*— T*dz 一 / aV a? cos* tcostdt 
0 :0 


上 ,f/f¥ 1+cos2t 
一 | cos2 tdt = a* | ——————— dt 
0 0 < 


s(t + 3sin2t)| = 107 
| a \ 
例 7.4.6 ” 设 f(z) 是 以 T(T > 0) 为 周期 的 连续 函数 , 证 明 : 对 
于 任意 的 a, 有 人 d - (xz)d 
\ a, | 及) i flm dr, 
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证 明 由 定 积分 的 性 质 , 我 们 有 


a T QQ 十 了 
人 Hoe=f Foertf tet/ fa (3 
令 工 = 二 t+ 十 T, 则 有 


[rae= fer na re0at=- fra 


将 此 等 式 中 的 积分 变量 t 换 回 > 后, 我 们 有 


矿 0 A 
人 yaz=- fdr 
将 此 等 式 代 入 (7.3.7) 即 得 所 证 . 
Js Ai- 六 Tsnz 
例 7.4.7 求 定 积分 T= / pe 


解 ”由 定 积分 的 性 质 , 我 们 有 
2 zsinz f/f zsinz 
r= | rt | pr 


在 三 本 dz 中 令 工 王 TT 一 志 则 z= = t 一 了 2 一 和 一 一 0 


1 十 cos“ 了 
从 而 有 
人 Z Sin 了 (rt)sin(r 一共， 
一 dz 三 一 一 一 一 一 一 一 
zs 工 十 cos 2 jx py 
| 王 : 
= 上 az 一 人 ZsinZ ]， 
lo 1l1++cos*z 0 1l1+cos*z 
最 后 我 们 得 到 
2 sinz 2 
r=" | 一 dz 一 一 Tarctan(cosZ 川 = —. 
0 工 十 Co8“ 了 0 44 


例 7.4.8 设 z,7z2 EE (--1,1), 定义 


dzw) = | | 
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试 证 明 以 下 结论 : 
(1) 对 任何 z1,zx2 E (-1,1) 有 dztzo) 全 0, 且 
qd(Z1， Ta2j 一 


(2) d(z1, T2) = d(T2, 71); 
d(x1, 73) < d(T1, 22) 十 Ry XT3): 
(4) 设 zo, zl 72 E (—1,1), wi = 一 py 
(—1,1), 并 且 d(wi, tw2) = d(x1, x2); 
(5) 讽 zo E (一 1,1), 则 lim d(xo, 7) 一 十 00. 
证 明 (1) 当 T1 = Z2 时 , 显然 d(xz1, rz) = 0. 当 z1 关 72 时 , 有 


广 dr | (| 1 十 z2 | Lo 

/1=22| 有 1—z2 “了 

因此 知 qtz1,72) = 0, 和 7l1 二 XT2, 从 而 (1) 成 并 . 
HF/ 15 一/ 二 ;两边 取 绝对 值 即 得 (2) 


(3) 当 以 z1,zs 为 端点 的 开 区 间 包 含 在 以 zi, za 或 za,za 为 中 操 
的 开 区 间 时 , 显然 结论 成 立 . 现 不 妨 设 zi < za < za, 则 有 


dl ) 广 dz 广 dz R 广 dz 
T1133) 二 | 一 | FF 
Yer Tw 1 一 Z2 /,, 1—z2 


= d(x1, XT2) + d(x2, T3). 


(4) 当 zo,z1 € (一 1,1) 时 , 我 们 有 


一 ] , 2), 则 WW1, Wo EE 


dl(z1, TX2) 一 > U. 


0 < (1—z8)(1— 29) =1- (2 +20) + zB2%, 
从 而 有 


(zl 一 7o) = 71 + X60 — 270%1 


之 十 二 5 一 4T0X1 
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一 (1 = TOT1) g 


因此 有 tr 所 【一 工 1). 同 理 有 2 CE [= | 


当 zo e (1,1) 时 , w(z) = 了 一 在 ze (-1,1) 时 有 定义 且 有 
f 1— 0 
ty (了 = ER > 0, 


因此 w(z) 在 (-11) 内 严格 单调 上 升 . 注意 到 我 们 曾经 证 明 过 等 式 
dz dz 


1—w 1 一 Z2: 


广 dt 
do 


因此 由 定 积分 的 换 元 法 有 


| In dz 
d(zx1, T2) = / 3 
x 


(5) 直接 计算 可 得 


= d(wi 1 Ww2). 


注 ” ”者 在 区 间 (1,1) 内 如 上 定义 两 点 间距 离 d, 则 称 该 距离 为 庞 
加 莱 (Poincaré) 距离 或 双 曲 距离 . 容易 看 出 , 在 该 距离 下 , (一 1,1) 内 的 
柯 西 序列 都 是 收敛 的 , 并 且 其 极限 是 (-1,1) 内 的 点 . 因此 在 该 距离 下 ， 
(一 1,1) 是 完备 的 . 

定理 7.4.3 (分 部 积分 法 ) “” 设 函数 u(xz),v(z) 在 区 间 [a,b] 上 可 
导 , 并 且 wz),v (zx) E Rla 可 则 


.h b "由 
/ uz) (Td = u(T)v(z) -| WW (z) u(r) dz. 
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证 明 ”在 恒等式 [uw(z)v(z)] = w'(z)v(z) 十 u(z)v'(z) 中 , 我 们 知 等 
式 两 边 的 函数 在 fo, 如 上 均 可 积 , 因此 两 边 从 a 到， 对 z 积分 并 利用 
牛顿 - 莱 布 尼 次 公式 得 


uU(T) ul) 


b b b b 
= | uz)o(o)az = | w (zolz)dz + / u(T)v' (Tz)dz. 
将 上 述 等 式 整 理 即 得 所 证 . 
例 7.4.9 计算 定 积分 I = 人 zln(1l 十 Zjdz. 
0 


解 r=/ nl+o)d(S) In(1+2) 


Le 1 > 
=5m2-3/ (=-1+ )az 
2 0 ] 十 工 


1 1 [zx* 2 
2 


1 72 


1 
0 U 


一 | 1+x 
In2 3 7 十 jn +t)| 


0 


例 7.4.10 证明: 对 任意 的 me N, 有 


再 而 


7 炉 ， 7 A 
sin dz = cos” zdz 三 7， 
0 0 


并 求 的 值 ， 。 
证 了 明 对 三 sinn xzdz 作 变 换 z = 一 上 得 
0 


EF 0 A 0 可 
| sin” dz = | cog”™ td (3 一 t) 二 一 / cos” tdt = J cos” Tz. 
J 0 下 0 


下 面 我 们 来 求 I 的 递 推 公式 . 对 于 n = 0,1, 我 们 有 
p=/ d=3 n= | sinzdz=1. 


当 n > 1 时 , 有 
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in = sinn 一 zd(— cosZz) 
0 
天 


因 
十 / cos rd(sin™™! x) 
0 


3 
一 一 sin zcos7 


0 
一 (9 一 十) / sin™-? rz(1 一 sin xz)dz 
0 
=(n DI-2— (nDh, 
z i:—1 J 
即 一 ee 2: 因此 得 


QED rr ， - (2k)!! 
(ZK) 2 (2k+1)! 


作为 上 述 定 积分 的 应 


To = 


. (2n)l!l 1? 1 x 
人 2m 十 1 2 
事实 上 , 当 = (0, 了 ) 时 ,对 任意 ne N, 有 


ainintl ys < sin"y < sin yg, 


二 尖 可 而 

Ps i | [3 和 
/ sin2n+l rdz < é sin2n rdm < 上 sin2" -1 rdz. 
0 :0 0 


利用 例 7.4.10 有 
(2n.)!! (2n.—1)l T (2n a2 z 


ni Ga 2 ~ Qn 
从 上 式 容易 推出 


| (2n)!! | 1 _ 工 。 (2n)!! | 4 


Te 一 -一 全 了. 
nD TI 2~ 2 


(2n — 1)! 
由 于 


用 , 可 以 推出 下 面 的 瓦 利 斯 (Wallis) 公 式 : 


47 
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0< lim (J —.) 


| (2n){! 了 1 
= lim | -一 -一 一 一 | 一 一 一 一 一 一 一 
n 一 co | (27m — 1)!| 2n(2n+1) 
1] 开 
< lim 一 -, 一 一 
SR 2 " 


因此 岂 利 斯 公式 成 立 . 


87.5 ”和 定 积分 中 值 定 理 
在 定 积分 的 理论 中 , 我 们 最 后 介绍 定 积分 的 两 个 重要 性 质 
7.5.1 ” 定 积 分 第 一 中 值 定理 
设 函 数 f(z) 在 区 间 [4,4] 上 连续 , 由 定 积分 的 几何 意义 知 , 必 存在 
一 所 5 E la, 中 ， 使 得 
b 
fw)ar= 76) f dr = 760) 0). 


b 
这 里 / f(z)dz 可 以 看 成 函数 f(z)g(z) = f(z) .1 在 [a,0] 上 的 定 积 


分 , 其 中 g(z) 三 1. 一 个 目 然 的 问题 是 : 函数 g(x) = 1 能 否 推广 成 一 般 
的 函数 ? 定 积分 第 一 中 值 定 理 将 回答 这 个 问题 . 

定理 7.5.1 ( 定 积分 第 一 中 值 定理 )” 设 函数 Flz) € Cla,b], g(x) E 
Rla,b| 且 在 区 间 [a,8| 上 不 变 号 , 则 存在 和 & [a, 吕 ,使 得 


: / f(T)g(T)dz = f(é) ¥ ad 


b 
特别 地 , 当 g(z) 三 1 时 , 有 / f(z)dzx = f(é£)(b — a). 


证 明 不妨 设 g(z) > 0, 并 令 m, M 分别 是 函数 f(z) 在 区 间 [a, 
上 的 最 小 值 和 最 大 值 , 则 对 于 Vz e [a,9], 有 


mg(7) < f(z)g(z) < Mg(z). 
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因此 有 
mn | g(x)dz < / f(x)g(z)}dz < mf g(x)dz. 
| 本 忆 
若 f g(z)dz = 0, 由 上 陈 得 / f(z)g(zx)dz = 0, 此 时 任 取 & € [a,6| 即 
可 . 当 [ se 关 0 时 , 则 有 


b 
/ f(r)g(z)dz 
过 


f soa 


由 连续 函数 的 介 值 定理 , 必 存 在 e [a,6], 使 得 
/ f(z)g(z)dz 


/ gzjdz 
证 毕 . 


当 g(z) 三 1 且 f(x) > 0 时, 定 积 分 第 一 中 值 定 理 具 有 鲜明 的 几何 
意义 , 即 由 直线 xz = a,zx = b,y = 0 和 曲线 y= f(z) 所 围 的 曲 边 梯 形 
的 面积 必 与 由 直线 x = a,zx = b,y = 0,y == 了 (8&) (€ € [a, 引 ) 围 成 的 矩形 
面积 相等 ( 见 图 7.5.1). 


f (8) 
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注 1 在 定 积分 第 一 中 值 定理 中 , 若 只 假定 f(z) € Ra 中 令 
m= inf {f(z)}, M= sup {f(x)}, 
xzE[a,bl xzE[a 
则 用 同样 的 方法 可 以 证 明 存在 we [m, M], 使 得 
b b 
f fw)gls)as = gz)as 
注 2 寿 在 定 积分 第 一 中 值 定理 中 假定 f(x) 与 g(z) 均 是 连续 函 
数 , 且 g(x) 在 [a,9] 上 不 变 号 , 则 可 以 证 明 必 存 在 上 e (a,b), 使 得 
0 b 
f fCw)gls)az = 7 / g(a)ae 
( 见 本 章 习 题 ). 
例 7.5.1 设 函 数 f(z) s C[0,1], 证 明 


1m nj (2) 7 一 可 
lim, | sade = £7(0). 


] 十 n222 


证 明 “由 于 函数 f(z) e Cl0,1], 从 而 存在 M > 0, 使 得 对 于 vx e 
0, 1], 有 | fc 和 M. 由 定 积分 的 性 质 , 对 于 vn < N, 我 们 有 


1 nflz) ， /™Y nf(a) ! nf(z) 
| ey =- / radet 和 pr ed 
下 面 我 们 分 别 来 估计 上 面 等 式 右 边 中 的 两 个 定 积分 . 对 于 第 二 个 定 积 
分 我 们 有 


nf(z) 

Ts es | | 
二 机 

1+nlita 


dr 


一 0 (mn 一 co). 


而 在 第 一 个 定 积分 三 nf(z) 7 中, 在 [01 上 不 变 号 


二 1 十 n2z2 
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因此 存在 和 e [0,n-3], 使 得 


人 4 一 委 
nf(z) n 
/ 1 十 n2z2 dz = f(8) / 1 + nr* 人 


= f(£)arctan nz| 0 f(£) arctanns. 


当 nn 一 00 时 , 由 于 ee [0, mn ,有 & 一 0, 而 arctann3 一 > 因此 


人 ”0 
2 


1 十 9272 
最 终 我 们 有 
DA 
| -一 一 一 dz 一 lim | 
no0 , /0 1l1+n*z* lm | drt we  / -各 de 


一 5 7(0). 


利用 定 积分 的 分 部 积分 法 我 们 可 以 得 到 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 ， 
再 利用 定 积分 第 一 中 值 定 理 , 我 们 还 可 以 从 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 推 
出 带 拉 格 朗 日 余 项 和 带 柯 西 余 项 的 泰勒 公式 ， 

定理 7.5.2 设 函 数 f(z) 在 zo 的 邻 域 U(xo,h) (h > 0) 内 具 
有 nn 十 1 阶 连续 导数 fm"+1(z), 则 对 Vz e U(zo,hh), 有 


f(z) = f(zo) + f(zo)(z — 20) + F(z — zo)’ 
(n) (7 
+ + (sz0)" + Rn(e), (7.5.1) 


其 中 
Rn(z) = 二 / FntD(b(z — trdt 


证 明 ”由 牛顿 - 莱 布 尼 次 公式 有 
f(z) = f(z0)+ | | f'(t)dt = jzo) + / i -°F' Wat 
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利用 分 部 积分 我 们 有 
[ (x —t)° f(t)dt = 号 f(t)Jd(z —1) 
= -jbtz- | + -a 
= fro a0)+ Ge 一 DGDdt 


= f(so)(s zo) -3 fas —t) 


= f(r) — 70) — Ls -i) 


十 > / — tt) F(t)dt 
= 三 (zoj(z — Z0) 十 一 一 一 太 加 f(z0) (x 一 Z0) + . he = "(td 


再 将 上 式 中 的 积分 继续 分 部 积分 , 逐次 类 推 即 可 得 到 所 要 结论 . 证 毕 . 
注 1 定理 7.5.2 中 的 带 余 项 


Ru) = 页 fe -tat 


的 公式 (7.5.1) 称 为 带 积分 余 项 的 泰勒 公式 ,该 余 项 也 称 为 积分 余 项 . 
在 定理 7.5.2 的 条 件 下 , 我 们 可 以 推出 融 拉 格 明 日 余 项 的 泰勒 公 陈 . 事 
实 上 , 在 zo 与 z 之 间 , g(t) = (z 一 妇 ”是 关于 上 上 的 连续 函数 并 且 是 不 
变 号 的 , 而 f("+0(t) 是 连续 的 , 因此 ,由 定 积 分 第 一 中 值 定理 的 注 2， 
在 z 与 xo 之 间 存 在 &, 使 得 下 式 成 立 : 


Pan(zZ) = 人 ft)(z —t)"dt 
=- fe 一 志 dt 


人 
(十 1 


(z 一 zo], 
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这 就 是 在 泰勒 公式 中 的 拉 格 朗 日 余 项 
注 2 从 定理 7.5.2 中 我 们 还 可 以 推出 带 以 下 柯 西 余 项 的 泰勒 公 
式 , 即 在 定理 7.5.2 的 条 件 下 , 我 们 有 
Maal) flntD) [zo +O(z— zol(l — O°(r — rwo)"t, (7.5.2) 
其 中 0 < 9 < 1. 事实 上 , 对 积分 余 项 应 用 定 积分 第 一 中 值 定理 的 注 2 
知 , 在 zx 与 zo 之 间 存在 &, 使 得 下 式 成 立 ; 
Ro = 二 上 DO at = Ee -6 一 zo) 


注音 至 =(z 一 xo0)—0(z xo)= (1 -gz 一 zo)) 其 中 0<9<1 
将 此 代入 上 式 整 理 即 得 (7.5.2). 

形 如 (7.5.2) 的 余 项 称 为 柯 西 余 项 , 带 此 余 项 的 泰勒 公式 称 为 带 柯 
西 余 项 的 泰勒 公式 


7.5.2 ” 定 积 分 第 二 中 值 定 理 
b 
设 f(z) 是 区 间 [a,6] 上 单调 上 升 的 函数 且 f(z) > 0, 则 : He 
0, 从 而 有 
b 
f(b)(b—b) < / f(z)dz < DG 一 oa 
于 是 存在 £ € [a, 蔬 , 使 得 
b “b 
| fs)ar = F006- =70) /dz 
a E 
因此 人 们 不 禁 要 问 : 对 区 间 [a,9] 上 的 可 积 函 数 g(z), 是 否 也 存在 ee 
b b 
[a,0], 使 得 / f(z)g(z)dz = f(0) | g(z)dz? 定 积分 第 二 中 值 定理 将 


回答 这 个 问题 . 该 定理 在 后 面 章节 中 将 多 次 用 到 . 
定理 7.5.3 ( 定 积 分 第 二 中 值 定理 )” 设 消 数 g(z) € Rla,l. 
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(1) 者 函数 Fz) 在 区 间 [a, 引 上 单调 上 升 , 且 对 于 Yz el[a,9, 有 f(x) > 
0, 则 存在 所 e [a,4], 使 得 
[ f(r)g(z)dz = f 00) [ g(x)dz: 


(2) 车 函数 f(z) 在 区 间 [a, 上 单调 下 降 ， 且 对 于 Vz e [a,b 
有 f(x) > 0, 则 存在 名 € [a,9], 使 得 


点 了 
/ f(r)g(z)dz = f(a) | g(x)}dz; 
(3) 车 函数 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 单调 , 则 存在 ¢ e [a, 9, 使 得 
bb 上 a b , 
/ f(z)og(z) r=/f(o) / glzjdrz + f( ) gfzjdz， 


由 于 定理 7.5.3 的 条 件 比 较 弱 , 从 而 它 的 证 明 也 比较 复杂 . 为 了 看 
出 定理 7.5.3 的 证 明 思 路 , 我 们 的 方法 是 先 笠 试 证 明 该 定理 在 一 些 较 强 
条 件 下 的 相同 的 结果 ; 然后 对 其 证 明 过 程 加 以 考察 , 分 析出 证 明 的 关 
键 所 在 , 从 而 找到 在 较 弱 条 件 下 的 证 明 思 路 . 以 (1) 为 例 , 若 在 原来 假 
定 下 , 再 假设 g(z) e Cla,4, f(z) e Cl[a,b], 则 有 jP(z) > 0,z e fo, 中 
且 f(a) > 0. 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 用 下 面 简 单方 法 来 证 明 (1). 

令 G(x) = [sat 则 G(z) 在 [ac, 上 连续 可 守 . 议 m, AM 分 别 
为 G(x) 在 [a, 9 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 由 G'(z) = 一 g(x), G(b) = 0, 得 

b b 
| fe)g(z)az =— |/ flat 


= —f(z) caj| 


+ G(z)f'zjdz 
_ f(a)G(a) + 让 G(z) f(z)dz. 


再 由 ， 
mlf(b) — f(a)] < / G(z)f'(z)dz < MI[F(b) — f(a)l, 
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我 们 推出 
b 
f(a)G(a) + / G(z)f'(z)dr < jaoMA+MI — f(a)] = Mf) 
和 
站 
f(a)G(a) + / G(z) f(z)dz > Fom + mlf (6) — fa)] = mf(b). 


因此 有 | 
mf(b) < / f(z)g(z)dz < MG) 
厅 f(b) = 0, 则 f(x) = 0, 结论 显然 成 立 . 现 设 f(b) > 0, 则 有 
/ “Jn 
mm <M 
由 连续 函数 的 介 值 定理 , 存在 & € [a, 0], 使 得 


rb b 
G(&1) = | glzjdz= z57 人 7lcjolzjdr 


因此 (1) 成 立 . 
从 上 述 讨 论 可 以 看 出 , 若 要 证 明定 理 7.5.3 中 的 (1), 我 们 仍然 可 
rb 
以 设 G(z) = / g(t)dt. 由 g(z) 的 可 积 性 知 G(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 
如 果 在 这 种 情形 下 还 是 能 证 明 不 等 式 


rb 
mf(b) < / f(z)g(z)dz < MO 


成 立 , 其 中 m, M 分 别 为 G(z) 在 [ww 引 上 的 最 小 值 和 最 大 值 , 我 们 就 
可 以 证 明 (1) 成 立 . 但 现在 我 们 的 假定 只 是 f(x) 与 g(z) 在 [a,b] 上 可 
积 , 因此 我 们 只 能 从 定 积分 的 定义 出 发 来 证 明 该 结论 . 在 定理 7.5.3 的 
证 明 过 程 中 , 还 需要 用 到 下 面 的 阿 贝 尔 变换 . 为 此 , 我 们 将 其 以 引 理 的 
形式 给 出 . 
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引 理 7.5.4 ( 阿 贝尔 变换 ) 充 Cl C2 Cn 和 D Ba, Hn 为 
kk 
两 组 数 , 记 Bi = 》,Bi (k = 1,2,… ,n), 则 有 
t 二 1 


7—1] 


> ea.- 一 之 (os — Qi 二 1) 已; 十 an 吾 


证 阴 由 fe 一 Bi — Bi_1 全 2 3 n), 得 


Th TF 
> oa 一 >》 oai( 有 一 Bi_1) + a1B) 


一] 4 一世 
= Bi(al 一 az2) 十 Bo(ao 一 as) 十 …: 
站 1 (an 1 -= am ) 十 PB, on. 

有 了 上 述 的 准备 , 我 们 现在 来 证 明定 积分 第 二 中 值 定理 . 

定理 7.5.2 的 证 明 ”我 们 只 证 (2) 和 (3), (1) 的 证 明 留 给 读者 . 为 
了 证 明 (2), 我 们 令 h(x) = 三 9(t)dt， 由 变 限定 积分 的 性 质 知 h(x) E 
Cla, 中 记 

i ds 

由 于 函数 g(z) € Rla,0], 大 在 0 < Mi < +oo, 使 得 对 于 Vx € [a, 旨 |， 
有 |g(z)| < Mi. 

设 和 :a=zo 过 zi 之 … 之 zn 一 D 为 [ab 的 任 一 个 分 割 , 则 有 


攻 
/ f(z)g(z)dz = 3 人 flz)g(z)dzx. 
由 于 


人 Fale 


< Wh -0 Wy gn 


并 
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其 中 wi 为 f(z) 在 [zi_i, zi(i = 1,2,…,n) 上 的 振幅 , 我 们 有 


f so0)ar = 各 Df ee) | sa 
因此 我 们 只 要 对 
D1 zi_1) /. jaz= Df (zi_ [A(zi) -Mai 


进行 估计 即 可 . 
利用 阿 贝 尔 变换 ( 引 理 7.5.4), 我 们 有 


> 7 —h(zi-1)|] = Sf (zi_1) — f(zi)h(zi) + f(rn_1)h(b). 

i i 二 1 

由 于 f(x) 在 a,b 上 是 单调 下 降 的 , 我 们 有 f(xi_1)— f(xi) 宕 0(i= 
1,2,… ,n 一 1), 再 注意 到 f(b5) 0 和 m < h(z) < MM, 可 以 推出 


mf(a) =》 [ftz 1) — Fz)m + (zs im 


i 二 ] 


<y [ftzi_i) flr)h(zi) + (zs DA) 
i 二 1 
nC—1 


<》 [f(zi1) — fT)M + f(rn_1)M 


21 一】 


=Mf(a). 


由 此 得 到 
mjos< 人 Ee De A 


A(A)— 


若 f(a) =0, 则 f(x) ==0， Ri 若 f(a) 半 0, 则 有 
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因此 存在 £2 e [ca, 世 , 使 得 


b 
/ f(x)g(z)dz 
h(é2) = / gtzjdz = a 
(2) 证 毕 , 
现在 证 (3)， 不 妨 设 f(z) 单调 上 升 , 则 F(z) = f(z) - f(a) 满 
足 (1). 由 (1) 知 , 存在 和 e [a,4], 使 得 


b 
/ F(z)g(z)dz = F(b) [ g(a)dz = [f(b) — f(a)) [ g(zjdz 


因此 
b b rb 
f swords = fa so)dz+ | Fw)olw)ar 
b b ny 
一 f(a Tdrzr b (Tdr 一 ff{a) [rdr 
f(a) | gz) + | gl 1 | gl 
上 bp 
一 f{a Tdr by | dz 
fa st + | sl) 
证 毕 


例 7.5.2 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [o,b 上 单调 上 升 , 证 明 
而 要 » 
/ rf (7)dr > 2 | f(z)dz. 


证 明 ”对 函数 f(z) 及 g(z) =z 一 <， 在 区 间 la, 世上 应 用 定 积 
分 第 二 中 值 定 理 知 , 存在 £ € [a,0], 使 得 下 式 成 并 : 


fre (4) (sdetf of (:- 守 )s 


=[f(0) -fo 3 (eo) >0. 
整理 即 得 所 要 结论 
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E , 
例 7.5.3” 设 函数 f(z) = 人 st < 了， 证明 7 在 ~ 
0, T= 0, 
0 处 可 导 , 并 且 f'(0) = 0. 
证 明 ”对 任 给 的 z > 0, 由 于 sin 2 在 区 间 [0,z] 上 可 积 , 从 而 有 


- 1 加 l 
E sin 一 dt = lim Simn —dt. 
0 t | +0 二 0 由 t 


对 于 Y0 < 5 < z, 在 上 面 等 式 右 端 中 的 定 积分 作 积分 变换 t= =, 得 


了 ] 3 sin 
/ sin ~—dt = |/ i 
相 t 1 < 


对 上 面 等 式 右 端 中 的 定 积 分 应 用 定 积分 第 二 中 值 定理 知 ， 存 在 全 


1 1 
已 | 使 得 
i | ， 
pr wa 5 
/ — du 一 72 / sin wd. 
1 也 i1 


i 


< 2, 因此 , 对 任意 的 6 > 0, 有 


f snia 
5 t 
于 是 对 于 任意 给 定 的 z>0, 令 5 一 0+0, 得 


四 1 
/ sin ja < 272. 


PE5 
由 于 / sin ud 


之 272. 


注意 到 / -dt 是 侦 函 数 , 从 而 上 式 对 > < 0 也 成 立 . 因此 有 
0 
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从 上 式 我 们 知 , f(x) 在 z=0 处 可 导 , 并 且 


本 上 
1 
/ sin —dt 
0 t 
T 


87.6” 定 积分 在 几何 学 中 的 应 用 


7.6.1 直角 坐标 系 下 平面 图 形 的 面积 


根据 定 积 分 的 几何 意义 可 以 直接 求 出 一 些 简单 平面 图 形 的 面积 . 
设 平面 图 形 5 的 边界 是 由 直线 x = az =b 及 连续 函数 y = f(z),y = 
9(z) (5 Efa, 外 |) 的 图 像 所 组 成 (其 中 g(x) < f(x),z El[a,9, 见 图 7.6.1)， 
我 们 称 这 种 形状 的 平面 图 形 5 为 X 型 区 域 . 对 于 这 种 区 域 的 面积 4， 
由 定 积 分 的 几何 意义 立即 得 到 


b 
A= / f(z) -gz)ldz 


f (0) = lim =0. 


图 7.6.1 


车 平面 图 形 5S 的 边界 是 由 直线 y = cy = d 及 连续 函数 z = 
2 二 落 (四 ，y E [c,d| 的 图 像 所 组 成 (其 中 p(y) < vw(W,y € [cd 
见 图 7.6.2), 则 我 们 称 这 种 平面 图 形 5 为 Y 型 区 域 . 对 于 这 种 区 域 的 
面积 4, 由 定 积分 的 几何 意义 , 我 们 有 以 下 的 计算 公式 
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a 
4= | Wy) — p(y) dy. 


图 7.6.2 


因此 当 一 个 平面 图 形 5S 可 以 分 成 有 限 个 互 不 相交 的 X 型 或 Y 型 
区 域 时 , 我 们 就 可 以 求 出 5 的 面积 . 

例 7.6.1 求 由 直线 y= 2,y = zx 及 曲线 zy = 1 所 围 平面 图 形 5 
的 面积 A. 

解 从 图 7.6.3 可 以 看 出 , S 是 Y 型 区 域 , 因此 有 


2 也 2 
| y 3 
4= |/ ( -2)d =- (ny) = — ln2. 


y 
一 革 

(1/2, 2) 
2) 


& 


(1, 1) 


Ty=1 
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我 们 也 可 通过 添加 辅助 线 x = 1 将 图 形 5 分 割 成 两 个 X 型 区 域 
来 进行 计算 : 
| 二 
4=| (2- =-)az+ / (2 一 了 jd7 


1 | py Wd 
a (2- 3] 
卫 2 1 

党 


例 7.6.2 (Young 不 等 式 ) ” 设 y= f(z) 是 区 间 [0,+co) 上 严格 
上 升 的 连续 函数 , 且 满足 f(0) = 0, 证 明 : 对 任何 的 a > 0,b > 0, 有 


= (27 一 ]nz) 


= 了 一 ja2 


三 心 
oo< 上 Ja)dz+ 上 矿工 (1)dy， (7.6.1) 


并 有 旦 上 述 不 等 式 中 等 号 成 并 的 充分 必要 条 件 是 b= f(a). 
证 明 ”首先 我 们 注意 到 , 者 y = v(x) 是 区 间 [a, 8| 上 严格 上 升 的 
非 负 连续 函数 , 则 由 定 积分 的 几何 意义 有 ( 见 图 7.6.4) 
p(B) 


有 
Bp(B) — ap(a) Ff endz+ 人 ， p (ydy. (7.6.2) 


图 7.6.4 


现在 我 们 回 到 f(z). 先 设 0 < bg f(a), 由 于 f(z) 的 严格 上 升 性 ， 
我 们 有 以 下 不 等 式 
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la-—f (bl < 上 f(x)dz. 
f-1() 
整理 得 
wf sar<o df ae 63) 
在 式 (7.6.2) 中 令 a = 0,8= 6b,wv(z) = f-!1(z)， i 


= 


f (5b) 
bf-1(b) — / f(z)dz = 人 f-1(y)dy 


将 上 述 等 式 代入 (7.6.3) 即 得 所 证 . 
当 0 < f(a) < 5 时, 我 们 可 以 从 y = 广 !(z) 出 发 , 重复 以 上 论证 
即 可 证 明 所 要 的 结论 . 
显然 , 当 b = f(a) 时 , 上 面 的 每 一 不 等 式 均 成 立 等 式 , 从 而 (7.6.1) 
中 成 并 等 式 . 反之 , 者 (7.6.1) 式 的 等 号 成 立 , 则 由 f(z) 的 严格 上 升 性 
知 必 有 b= f(a). 
7.6.2 ”参数 方程 表示 的 曲线 所 围 平面 图 形 的 面积 
设 平面 图 形 5 的 边界 曲线 7 由 参数 方程 
Pe 
y = y(t) 
给 出 , 其 中 z(a) = z(B),y(a) = y(8), 曲线 7 除了 端点 重合 外 再 无 自 
交点 (如 图 7.6.5). 假定 z(t), y(t) 在 区 间 [a, 8| 上 存在 且 连 续 . 为 了 
叙述 简便 起 见 , 我 们 称 这 种 曲线 为 C1 曲线 . 再 假定 上 从 a 连续 变化 


<t 芝 有) 


y= 2 (D) 


(z(o y (a))=(7(A), y (A)) 
(zt MD) 
用 Ha(), y (&)) 


y = VY(D) 


图 7.6.5 
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到 8 时 , 如 果 一 个 人 沿 看 ?7 行走 , 图 形 3 总 在 他 的 左边 . 这 种 规定 给 
出 了 7 的 一 个 正定 向 . 以 后 我 们 总 假定 所 求 面 积 的 图 形 是 由 满足 上 述 
条 件 的 曲线 所 围 . 

0 


现在 假设 曲线 y : { 0 


如 图 7.6.5 所 示 , 我 们 希望 利用 直角 坐标 求 面 积 的 公式 来 导出 参数 方 
程 求 面积 的 公式 . 注意 到 当 上 从 a 严格 上 升 到 所 时 , x 从 z(a) 严 
' 格 下 降 到 z(t1)， 因此 z(t) 在 区 间 [a,ti] 上 存在 反 函 数 t = t-!1(zx). 
将 其 代入 y = ylt) 得 y = y(t71(z)) A yp(z)(z € [z(t1),z(a)]， 同 
理 , z(t) 在 区 间 [t,t2] 上 也 存在 反 函 数 t-1(z), 因此 当 t € [t,t2] 时 ， 
y = 二 y(t 1(z)) 会 (x) (z ez 人 al,z(t)]. 于 是 由 定 积分 的 几何 意义 及 定 
积分 的 变量 蔡 换 公式 , 该 X 型 区 域 的 面积 4 由 以 下 等 式 表 出 : 


I(r) rt2) 
A =/ P(r)dz -| wT)dz 
r(t1) z(t1) 


(a < t < B) 围 成 一 个 X 型 区 域 


_ / " y(t)z (tdt — a y(t)z’ (tdt 一 f vO-0 


B 
A 


同 理 , 着 上 述 图 形 一 个 Y 型 区 域 . 读者 可 以 推出 * 所 围 区 域 的 面 
积 为 
A= | z(t)y (t)dt. 
如 果 所 围 图 形 可 以 添加 几 条 Ca 曲线 后 成 为 若干 块 X 型 或 
型 区 域 ( 见 图 7.6.6), 则 > 所 围 区 域 的 面积 仍 具 有 形式 


局 B 
A= / 0 / y(t)z'(t)dt 
1 
=3/ Ev -valat (7.6.4) 


这 是 因为 y 所 围 图 形 的 面积 是 各 小 块 图 形 的 面积 之 和 , 而 添加 的 曲线 
必定 是 两 块 小 图 形 的 共同 边界 . 沿 着 添加 的 曲线 的 积分 必须 要 积 两 次 ， 
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但 由 于 曲线 相对 它 所 国 的 图 形 的 定 癌 相反 , 因此 在 这 些 添加 曲线 上 的 
积分 互相 抵消 . 


图 7.6.6 


为 了 简便 起 见 , 可 以 将 (7.6.4) 简 记 为 


4= | za --/ ee ;| RE 
若 不 指明 * 的 定向 , 则 积分 总 是 取 y 的 正 向 
例 7.6.3 ”计算 椭圆 写 + 
55 = 1 所 围 图 形 $ 的 面积 A ( 见 
图 7.6.7). 


解法 1 因为 S$ 是 一 个 和 型 
区 域 , 其 中 上 、 下 曲线 分 别 为 y = 


全 


一 70b. 


ob a T 
i -Wt 
(3 0 + 和 arcsinZ) 


解法 2 将 椭圆 方程 写成 参数 方程 


T= Qcost, 
了 : { t € |0, 27), 
1y = bsint, 


一 也 
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则 当 t 从 0 连续 变 为 2r 时 , 该 曲线 为 正定 向 . 因此 
2 
A= | rdy= Cost : : 
/| dy [ a cost. bcostdt 


2 ) 
到 | os = Xa0b. 
10 


7.6.3 ” 微 元 法 
在 以 下 各 个 小 节 中 我 们 将 推导 一 些 平面 或 空间 几何 体 的 面积 公式 
或 体积 公式 . 在 这 里 我 们 利用 定 积 分 的 思想 归纳 出 推导 这 些 公式 的 一 
个 普 志 的 方法 , 即 所 谓 的 微 元 法 . 
b 
我 们 考查 正 连续 函数 y = f(z) (z e [a 可) 的 定 积分 5 = / pls 


我 们 己 经 知 庆 它 的 几何 意义 是 由 曲线 y = f(x) (zx e [a,0),z 轴 及 直 
对 区 间 [0, S] 作 分 割 As :0= so < si<:…< sn 二 5S, 则 有 


》 (si — si_1) = > ,As i / f(z)dx. (7.6.5) 


由 于 f(z) > 0, 因此 对 于 [0, 9] 的 分 割 相应 地 有 [a, 引 的 分 割 A : 
a = Xo < Zz < < rn, = b, 使 得 As; 恰好 是 曲线 yy = f(z) (zr e 
zi_1, Ti]) 与 直线 zx = zz = zi 及 了 z 轴 所 围 的 面积 . 容易 看 出 
当 As = max {Asi} 一 0 时 有 X(A) = max {Azi} 一 0 因此 ， 
f(x) 的 黎 曼 和 


7 nn b 
Sf(E)Ari Asi=5 = / FU (7.6.6) 
* 一 】 i=1 ep 


区 间 [0, 5] 的 长 度 和 将 它 分 成 一 些小 区 间 再 加 起 来 是 一 样 的 . 现在 
我 们 换 一 种 比较 高 的 观点 来 看 此 问题 . 任 取 [s,s 十 As] c [0,5], 当 s 是 
自 变 量 时 , As = ds. 因此 将 小 区 间 的 长 度 加 起 来 , 也 就 是 将 ds 在 [0, 5] 


| 5 
上 积分 起 来 , 即 5 = 上 
0 
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态 外 , 我 们 从 (7.6.6) 可 以 知道 , [s,s + As] 对 应 有 一 个 [z,z 十 Az] 
使 得 As = f(E)jAz, 其 中 ee [zz 十 Azl. 当 As 很 小 时 , Az 也 很 
小 . 现在 我 们 将 z 看 成 自 变量 , 则 有 Az = dz. 若 将 上 取 成 zx, 则 由 
于 Az 一 0 时 有 As 二 f(z)Az 十 o(Az). 由 此 我 们 有 ds = f(r)dz. 
此 得 到 


9- / ds / dz (7.6.7) 


将 上 面 的 过 程 总 结 一 下 ， 我 们 希望 求 5, 即 曲线 y = f(z) (x < 
[a,0]) 与 且 线 z = oz =b 及 yy = 0 所 围 的 曲面 梯形 的 面积 . 假定 我 
们 不 知道 求 该 面积 的 公式 , 现在 来 找 出 该 公式 . 为 此 我 们 任 取 一 小 曲 
边 梯形 ; 由 过 x, z + Az 的 两 条 行 于 y 轴 的 直线 、 直 线 y = 0 与 曲 
线 y = f(z) 所 构成 的 小 曲 边 梯形 (如 图 7.6.8). 同时 得 到 [0, S| 上 的 一 
个 小 区 间 [s,s + As], 使 得 As 等 于 该 小 曲 边 梯形 的 面积 , 即 有 


As = f(Az ~ f(z)Az = f(z)dz, 


其 中 上 是 [zx,z 十 Az] 中 的 某 一 点 . 如 果 f(x) 连续 , 则 有 ds = f(z)dz. 
因此 我 们 得 到 了 (7.6.7). 


7.6.8 


去 掉 上 述 例 子 的 具体 背景 , 我 们 可 以 归纳 出 以 下 求 某 些 量 的 一 般 
方法 . 设 所 求 的 量 是 38,， 它 与 区 间 [a, 媚 有关 ， 当 区 间 [a,4] 给 定 后 ， 
9 磷 是 一 个 确定 的 量 , 而 且 该 量 对 该 区 间 具 有 可 加 性 , 即 对 于 [a,4] 的 
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任意 分 割 A: a = zo < zl < … < zn = b, 车 记 [zi_1,zi| 对 应 的 
部 分 量 为 Asi (1 1,2,..: i 则 5S = 》_Asi. 为 求 5, 我 们 可 以 


i 


任 取 小 区 间 [z,z + dz] C [a,9, 若 [zx,z 十 dz] 所 对 应 的 部 分 量 As = 

f(é)dz (€ € [z,z 二 + dz]), 其 中 f(z) 是 [a,9] 上 的 一 个 连续 函数 , 则 我 们 

即 有 ds = f(z)dz, 并 且 5 = /f(z)dz. 这 个 求 5 的 过 程 也 称 微 元 法 

其 中 ds = f(z)dz 称 为 量 5 的 微 元 . 微 元 法 在 后 续 章节 中 也 多 次 用 到 
7.6.4” 极 坐标 方程 表示 的 曲线 所 围 平面 图 形 的 面积 


在 本 小 节 中 , 我 们 设 曲线 y 由 7 = +(9) (a < 9 < 6) 所 表示 , 其 
中 r(9) 是 9 的 连续 函数 . 现在 我 们 来 求 曲线 y 与 射线 9 二 oa,9 二 8 所 
围 平面 图 形 ( 见 图 7.6.9) 的 面积 A. 


A(0t+d0, r(0+d0)) 


图 7.6.9 


我 们 用 微 元 法 来 推导 其 面积 公式 . 任 取 [0,9 + dg c [a, 8. 因此 
由 曲线 > = 7r(9) 及 问 径 册 = 9,0。 = 二 9+ qd9 所 围 的 图 形 近 似 于 一 个 三 
角形 , 其 高 近似 为 r(9), 而 底 边 长 近似 为 r(9)qd9, 因此 其 面积 微 元 为 


We =7?(0)d0. 
从 a 到 86 将 其 面积 微 元 积分 得 


a 
Fe / =r2(g)d8 
、2 
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例 7.6.4 ” 求 心脏 线 7 = a(ll 十 cos9) (a > 0,0 < 9 < 27) 所 围 平 
面 图 形 5 的 面积 4. 


Le 3 
解 A= ; | a2(1 十 cos 的 “dg = 二 7ra2. 
2 人 2 


例 7.6.5 ” 求 由 圆 弧 {i ( < ii 7 ) 及 z 轴 和 直 


zy = sint 
线 工 二 本 所 围 平面 图 形 的 面积 ( 见 图 7.6.10). 


解法 1 我 们 用 参数 方程 所 围 平面 图 形 的 面积 公式 来 求 , 注意 到 
在 线段 BC 上 有 dz = 0, 而 在 线段 CD 上 有 w = 0, 因此 该 图 形 的 面 
积 为 


二 - 
二 盘 
A= -|/ ydx = -/ sint(— sint)dt 
0 0 


- 1 一 cos 区 ，_ t sin2t 
本 2 NAN2 4 


图 7.6.10 
解法 2 “现在 我 们 用 极 坐 标 表示 的 曲线 所 围 平面 图 形 的 面积 公 
式 ， 参 数 方程 表示 的 圆 弧 方 程 为 = 1 0 < bx a") 所 围 图 形 面 
积 4 应 为 扇形 BOD 的 面积 加 上 三 角形 OBC 的 面积 : 


中 

7 1 lrv2 3 1 

出 一 二 , 1< a 一 一 er 
| a0+3( ) 3 


2 -A 


7.6.5 ”平行 稚 面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 


利用 定 积分 , 我 们 还 可 以 求 出 空间 一 些 规 则 了 立体 图 形 的 体积 . 设 
空间 某 立 体 2 介 于 平面 zx = a 和 x =b，b 之 间 , 假定 过 z € [a,b| 并 
日 与 > 轴 牌 直 的 平面 截 该 立体 8 的 截面 的 面积 为 已 知 冰 数 4(z) ( 见 
图 7.6.11), 进一步 假定 4(z) 是 区 间 [a,9] 上 的 连续 函数 . 现在 我 们 来 
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求 2 的 体积 V 


利用 微 元 法 , 任 取 [z,z + dz] C [a, 熙 , 1 夹 在 过 点 z = zx 和 rz= 
r+ dz 并 且 与 zx 轴 甜 直 的 两 个 平面 之 间 的 部 分 近似 于 一 个 柱 体 , 因此 
体积 微 元 dV = 4(z)dz. 将 体积 微 元 从 a 到 5 积分 得 


到 二 [ A(z)}dz. 


特别 地 , 若 该 立体 2 的 边界 曲面 是 由 平面 x = a, z=b 以 及 Oxy 
平面 内 一 条 曲线 y = f(x) > 0(z e [a,9]) 绕 z 轴 旋 转 而 成 , 则 称 这 个 
立体 为 旋转 体 . 这 种 旋转 体 由 与 过 z es [a,9] 并 且 与 z 轴 垂 直 的 平面 
相 截 的 面积 为 4(z)] = rpP2(z). 因此 8 的 体积 V 由 下 面 公式 给 出 : 


b 
V = "| 产 (z)dz， 


例 7.6.6 求 权 球 体 二 ee < 1({a,b,c > 0) 的 体积 V. 
解 对 于 每 个 XE T ee 过 感 工 i z 轴 扯 直 的 平面 截 该 梢 球 
体 的 截面 为 椭圆 一 -+ 一 。 一 1 所 围 的 平面 图 形 . 由 
A 
例 7.6.2 知 该 图 形 的 面积 为 ricl 1 5 ) 因此 


0 


忆 72 人 
v= ree(1- 5)ir=rie( -六 - 


一 i 


3 
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例 7.6.7 求 星 形 线 zs 十 yy3 as (a > 0) 统 z 轴 旋 转 一 周 所 成 
的 立体 体积 V. 
解 ”由 旋转 体 的 体积 公式 , 我 们 有 


Vr = 2dr7 一 / - 3 a 
"fs TT (aa — 2x3)dz a, 


7.6.6 ”曲线 的 弧 长 


设 平面 曲线 六 由 参数 方程 人 (a < t< 8) 给 出 . 车 = 人 
与 y(t) 是 区 间 [a, 8] 上 的 连续 函数 , 则 我 们 称 三 是 一 条 连续 曲线 ( 简 
称 曲 线 ). 我 们 下 面 涉 及 的 曲线 , 除 特别 说 明 外 , 均 指 连续 曲线 . 

下 和 面 我 们 来 讨论 曲线 的 弧 长 问题 . 为 此 我 们 将 面临 以 下 三 个 问题 : 

(1) 如 何 来 定义 曲线 的 弧 长 ? 

(2) 是 不 是 曲线 都 有 弧 长 ? 

(3) 对 有 弧 长 的 曲线 怎样 来 求 出 它 的 弧 长 ? 

首先 来 讨论 问题 (1). 设 平面 曲线 卫 的 起 点 为 4, 终点 为 B. 由 于 
我 们 目前 能 够 精确 求 出 线段 长 度 , 因此 名望 用 线段 的 长 度 去 逼近 曲线 
的 长 度 . 为 此 我 们 在 上 从 4 到 B 依次 取 n 圭 1 个 点 4 = Mo, An 
JM2o, AM = B.， 这 nn 十 1 个 点 将 械 分 成 了 n 段 小 弧 段 . 
记 Li(li = 1,2,.… ,Nn) 为 以 Mi_1, Mi 网友 为 澳 扩 的 线段 的 长 度 如 


果 分 丘 无 限 增加 , 且 当 入 = ax x {i} 一 0 时 ， es 有 极限 L, 则 称 盖 


=] 
为 可 求 长 曲线 , 并 昌 定 义 丁 的 长 度 为 L,. 
现在 我 们 来 讨论 问题 (2): 是 不 是 曲线 都 可 以 求 长 度 呢 ? 为 此 我 们 
考虑 由 下 述 参 数 方程 表示 的 曲线 T: 当 te (0,1| 时 ,zz =t,y = tsin 
当天 三 了 时 去 三 站 三 几 
我 们 取 攻 = -一 = 一 -= 


1 
277 十 DT 27.7T 一 37 
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对 应 的 点 为 KM 而 对 应 tY 的 点 为 MY 则 我 们 有 


N 
-2 1 2 
其 中 Ln,(n = 1,2,.… ,NN) 是 连接 M' 和 MY 的 线段 的 长 度 . 办 为 当 分 
点 个 数 N 一 oo 时 , 不 等 式 右 端 将 趋 于 +eo, 从 而 卫 是 不 可 求 长 的 曲 
线 . : 

从 上 面 的 例子 可 知 , 并 非 所 有 的 曲线 都 是 可 求 长 的 , 我 们 必须 对 曲 
线 加 上 适当 条 件 才能 使 得 它 是 可 求 长 的 . 

下 面 我 们 将 讨论 问题 (3)}， 如 果 我 们 要 对 一 般 的 可 求 长 曲线 来 求 
出 它 的 长 度 , 除了 利用 弧 长 的 定义 外 ,似乎 很 难 找 到 其 他 的 求 弧 长 公 
式 . 为 了 利用 微 积 分 的 工具 来 讨论 曲线 的 求 长 问题 , 我 们 必须 对 可 求 


长 曲线 加 上 适当 的 光滑 条 件 , 因此 在 下 面 主 要 讨论 光滑 曲线 的 求 长 问 


题 . 设 荆 : 全 = Te (a < t < 6) 是 一 条 曲线 , 如 果 它 满足 z 伯 ,yb) 
ee 


在 区 间 [a, 9] 上 存在 且 连 续 , 并 且 [z(t)]? 十 [y(t)]?2 关 0, 则 称 工 是 一 条 
光滑 曲线 . 

我 们 下 面 还 是 用 微 元 法 来 推导 这 类 曲线 的 弧 长 公式 . 任 取 [t,t 十 
dt] C [oa, 可 ,得 到 曲线 上 两 个 所 Mi (z(t), y(t)), Mepat(z(t+dt), y(t+dt)), 
则 弦 长 MAtdats 有 以 下 计算 公式 : 

MMerat =Vz(t + dt) ~ z(t)]? + [y(t + dt) — y(t)]? 
=V ECG) + [y'(é2))2dt 
SV [十 [vy (tad, 
其 中 如 ,6&2 在 +t 与 t+dt 之 间 . 因此 , 当 dt 很 小 时 ,两 点 之 间 的 弧 长 AL 
可 以 由 弦 长 近似 表 出 : 
As vlz'(t)l? + [y(t)]2dt. 
这 样 我 们 得 到 绝 长 微 元 如 下 : 


1 L 
| + 1 
zt SI tr — ,SI 一 7 
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dL = Vv [zx + [y(t)|?2dt. 
因此 三 的 弧 长 公式 为 
月 
r= 人 VEC 二 了 rdt 
特别 地 , 当 曲线 为 函数 y = f(z) (z e la, 中 ) 的 图 像 时 , 若 f(z) 

在 [a, 引 上 具有 连续 导数 , 则 有 

b 

A / Vir (dz. 


如 果 曲 线 一 由 极 坐 标 r = 7(9) (a < 9 < 6) 方程 给 出 , 其 中 7'(9) 
企 a < 9< 6B 上 存在 并 且 连 续 , 则 我 们 可 将 其 写成 参数 式 


T=7r(0)cosd, 
人 Sin 上 i 
从 而 弧 长 微 元 为 
dL = VIr'(0)cos0 — 7(0) sin6]2 + [7(0)sinO + r(0) cos0l2d0 
= VIrO 十 [db 


因此 六 的 长 度 地 有 下 面 的 计算 公式 : 
8 
r=- | VrOF + Oa. 
如 果 本 是 空间 曲线 , 六 由 参数 方程 
T= Z(t)) 
y= y(t), (astsp) 
人 于 


给 出 , 并 且 z(t),y(t),z'(t) 在 区 间 [a, 8] 上 连续 且 不 同时 为 零 , 则 I 
的 弧 长 二 有 下 面 的 计算 公式 : 


B 
r= | Vee + voP + bat 
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例 7.6.8 ” 求 曲 线 :y = z? (zx € [0,1]) 的 弧 长 L. 
解 工 = 人 V1 二 [(z2) 门 “dz = | 1 十 4zx2dz 
0 0 


| 1 1. | | i 
-| c++ 人 + + 了) 


| | 1. 1 
VS 1 一 一]n —. 
2 4 2 4 2 


() 


例 7.6.9 ” 求 双 纽 线 7r? = 2a” cos20 (a > 0) 从 0=0 到 0= 


间 的 弧 的 长 度 二 . 
解 ”对 7?2 = 2a* cos20 两 边关 于 9 求 导 得 2r7' = -4a2 sin20, 因 
村 r(g) = 一 20“ sin20 
r 
且 


Vr2(0) + Ir'(0)]? = me (一 Da ee 20)” _ Tr4 7 十 40 Sin 作 号 sin” 
- Tr 


-让 - Ss 9 
最 后 得 到 
a 
z=/ Vl1l—2 sin2 

此 积分 称 为 椭圆 积分 Wate 因此 需要 用 其 他 
的 方法 算出 其 值 . 

7.6.7 ”旋转 体 的 侧面 积 

下 面 我 们 来 讨论 旋转 体 的 侧面 积 问 题 . 设 了 为 一 光滑 曲线 , 其 参 
数 方程 为 


ned 0 to). 
Ca 
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再 设 当 te [a,6] 时 , y = y(t) > 0, 则 曲线 有 绕 z 轴 旋 转 一 周 后 
与 zz=z(a) 和 z= z(6) 两 个 平面 围 成 一 个 旋转 体 12. 现在 我 们 用 微 
元 法 来 推导 8 的 侧面 积 5 的 计算 公式 . 
任 取 上 t 二 dt] C [a, 8B], 曲线 械 在 [t,t+ dt 的 部 分 绕 zx 轴 旋 转 所 
形成 的 了 立体 可 近似 看 做 一 个 圆 台 (图 7.6.12), 其 侧面 积 为 
AS ~ rly(t) + yt + At) ME MG + dh 


其 中 M(t) = (z(t), y(t)), M(t + dt) = (z(t + dt),y(t+ dt)). 当 dt 很 小 
时 , M(t)M(t 二 dt) 2dL, 其 中 dL = Vz 二 Ilw(tjjzdt 是 工 的 弧 长 
做 元 , 而 y(t 十 dt) 过 y(t), 因此 我 们 得 到 面积 微 元 为 


dD = 27y(t) Vv [7 (t)]? + [y(t)]2dt. 
对 t 从 a 到 8 积分 即 得 所 求 侧面 积 : 


H 
s=27 | vd VE ORat 


7.6.12 


类 似 地 , 我 们 可 以 给 出 曲线 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 的 旋转 体 的 侧面 
积 公式 . 

对 于 在 其 他 坐标 下 的 曲线 绕 坐 标 轴 旋 转 一 周 所 得 立体 的 侧面 积 公 
式 , 请 读者 自己 给 出 

例 7.6.10 “” 求 圆周 2 +y? 二 R? 上 z 介 于 [aa+ 几 (其 中 Rs 
a < a 十 h < RR) 的 部 分 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 形成 的 球台 的 体积 及 侧面 积 
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解 ”该 球台 可 由 曲线 
y= f(z)= VR?— 72 ze la,a+ 有 A 
绕 zx 轴 旋 转 一 周 而 成 , 因此 其 体积 
V =7 | (Be -22)dzr = r( Ps 一 5 ) 


用 2 2 h* 
=7 | Rh (oh+ah? + )| 


th 


而 该 球台 的 侧面 积 为 
应 十 所 
S -2r / VR:— rvV1l+|f'r)l2dr 
他 十 不 
—2nR / a ea = 二 


注 ”在 上 述 结果 中 , 令 a = 一 R;h = 2R, 则 我 们 得 到 半径 为 六 的 


球 的 体积 为 外 ,球面 面积 为 47R2， 另 外 , 我 们 还 可 看 出 球台 的 体 


积 不 仅 依 赖 于 球台 的 高 , 而 且 还 依赖 于 a 的 选取 . 但 它 的 侧面 积 则 为 
球面 上 大 圆周 长 与 球台 的 高 的 习 积 , 而 与 a 的 选取 无 关 . 
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定 积分 在 物理 学 中 有 着 广泛 的 应 用 .在 本 节 中 , 我 们 主要 讨论 一 
些 规则 物体 的 质心 、 转 动 惯量 的 计算 问题 

关于 这 些 物 理 量 的 计算 , 读者 首先 应 该 知道 在 有 限 个 质点 的 情形 
下 相应 物理 量 的 计算 公式 , 然后 再 根据 定 积分 的 定义 来 推导 出 其 他 形 
状 物体 的 相应 物理 量 的 计算 公式 . 

先 来 考虑 质心 坐标 问题 . 首先 来 复习 一 下 物理 学 的 有 关 概 念 ， 设 
平面 上 有 mm 个 质点 ， 它们 在 平面 内 的 位 置 为 Al (zl 1), ER 
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4n(zn;yn), 在 上 A; 处 的 质 操 的 质量 为 mi (i = 1,2,… ,n). 由 物理 学 
中 的 定义 , 这 n 个 质点 关于 z 轴 和 yy 轴 的 静 力 矩 分 别 为 


n nn 
MM 一 > _miy: 和 MM, 一 mizi. 


t=] t=] 


记 M = y ms 为 这 n 个 质点 的 总 质量 , 则 我 们 有 以 下 的 静 力 矩 定律 : 


4 一 】 


在 上 述 条 件 下 , 存在 尽 A(z,3), 满足 


jd >- 一 pe 一 My, MM, 一 上 ~ MA. 
因此 我 们 可 得 到 以 下 结论 : 这 ”个 质点 关于 z 轴 (y 轴 ) 的 静 力 矩 之 
和 相当 于 一 个 位 于 在 点 (5, 如 处 质量 为 M 的 质点 关于 zx 轴 (y 轴 ) 的 
静 力 矩 . 因此 A(z,3) 可 以 认为 是 这 个 质点 的 质心 , 其 坐标 由 以 下 公 
式 给 出 : 


》 TT 》 miayi 
~=_ My _ i! Ma 二 
TM 

Dm > mi 


在 物理 学 中 , 我 们 还 分 别称 
了 一 a 与 4 一 
一 工 it 一] 


为 这 n 个 质点 关于 z 轴 与 y 轴 的 转动 惯量 . 
现在 我 们 来 求 平 面 内 一 物质 曲线 的 质心 和 关于 坐标 轴 的 转动 惯量 . 
所 袁 物质 曲线 是 一 个 理想 的 模型 , 即 平面 (或 空间 ) 有 一 条 光滑 曲线 卫 ， 
它 由 参数 方程 z = 7z(),y = y(t)(a < t < B) 给 出 , 同时 在 全 上 有 一 个 
质量 分 布 函数 , 它 由 线 密度 p(t)(a < t < B) 给 出 , 其 中 p(t) € Cla, 8B]. 
由 微 元 法 , 任 取 [t,t 十 dc [oa 可 则 曲线 弧 长 微 元 


dL = VIz (t+ ly (tat. 
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因此 得 到 质量 微 元 
dM = p(t)dL = p(t) 
从 而 整个 曲线 的 质量 为 
M = 人 | p(t) Vv [z(t)]? + (y(t)]2dt. 


为 外 , 由 质点 的 静 力 窍 的 定义 易 知 , 该 物质 曲线 关于 xz 轴 及 y 轴 的 静 
力矩 微 元 


十 区 的 dt 


dMz = dM -y(t), dM,= dM :z(t), 
从 而 和 卫 关 于 xz 轴 和 y 轴 的 静 力 答 分别 为 


1 | 
Ma = | pd VE OP +R, 
B : z 
m= | pr VE OE + Rat 
由 此 我 们 可 以 求 出 荆 的 质心 坐标 元, 习 
uy, | OVEOP rR 


示 一 


= 
[ Plt} Vv Iz" (WD + ly (tdt 

WA 了 p(t)y (tv zt 十 [2dt 

OO 


月 
pO) Ve + ly pat 
若 在 上 面 公式 中 , 特别 地 令 p(t) = 1, 即 曲线 具有 均匀 的 质量 
分 布 , 则 得 到 质心 坐标 


.8 
| zsW VPP +Rat 
nba 


"有 
| wvVEe E+ voRt 
本 


| 
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其 中 工 是 曲线 卫 的 长 度 . 
特别 地 , 我 们 有 


总 
i 人 y(t) Vz OE + ty dt = 5 


其 中 5 是 曲线 丁 绕 x 轴 旋 转 一 周 得 到 的 旋转 体 的 侧面 积 . 因此 上 面 
的 等 式 告诉 我 们 , 一 条 曲线 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 成 旋转 体 的 侧面 积 等 于 
该 曲线 长 度 与 质心 经 x 轴 典 转 一 周 的 周 长 的 乘积 . 这 个 结果 也 称 为 是 
古 鲁 金 (Guldin) 第 一 定理 . 
对 于 物质 曲线 卫 关于 zx 轴 和 y 轴 的 转动 惯量 , 我 们 用 同样 的 方 
法 可 得 到 如 下 公式 : 
2 
n= | voW VE + Rat 
了 
n= | 2 VE OP + ly at 
例 7.7.1 求 圆 周 
T+{(y—a) = Ri(e>R>0) 
绕 xz 轴 旋 转 所 成 的 轮胎 体 的 表面 
积 ( 见 图 7.7.1). 
解 ”将 该 圆周 看 成 线 密度 函 
数 p = 1 的 质量 曲线 . 显然 ， 它 的 
质心 坐标 为 (0,a)， 注意 到 圆 的 周 长 
为 工 = 2xR, 因此 由 古 鲁 金 第 一 定理 
得 其 表面 积 为 


图 7.7.1 
9 = LL.27 = 27R-2ra = dn’ Ra. 
现在 我 们 来 考虑 平面 图 形 的 质心 问题 . 设 平面 图 形 S 由 曲线 y = 
yr),y = (ztz) 和 olzja 和 zz 所 中 及 直线 2z=az= 避 所 转 
成 , 并 设 该 平面 图 形 S 的 质量 为 均匀 分 布 , 日 假定 其 面 密度 函数 为 1. 
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下 面 我 们 仍 由 微 元 法 来 求 其 质心 坐标 . 任 取 jz,z +dz] C Ia 中 则 该 图 
形 5 落 在 过 点 zx 和 z+dz 并 且 与 x 轴 垂 直 的 直线 之 间 的 部 分 可 近似 
看 成 一 个 小 矩形 , 从 而 质量 微 元 为 dM = [wm(z) 一 wn(z)ldz, 质心 坐标 


近似 为 《z, 地 [nz) + (zl 】 ( 见 图 7.7.2). 因此 得 到 5 关于 z 轴 和 
轴 的 静 力 逢 微 元 分 别 为 


dM = > [yz(z) 十 2 (z)|ly2 (7) — Yl (zjdz 


一 [2 (2) — yi (zx))dz, 


[vy2 (x) ~— h(x))dz. 


dM, 


: 一 (9 


T Tar b 
7.7.2 


对 xz 从 a 到 bb 积分 即 得 到 整个 图 形 5 关于 z 轴 和 y 轴 的 静 力 矩 分 别 
为 


b 
Ms = 3 | Wl) -如 ld， 
ee 
M, = / zlya(x) — h(x)jaz. 
注意 到 5 的 总 质量 为 


b 
M= | lus) -loas, 
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因此 该 图 形 5 的 质心 坐标 为 


b 
/ zly2(7) 一 Itzjdz 


区 


J z 
/ Go) - nls)las 
b 
; / vy2(7) — yi (x)]dz 
2 
/ ya(z) — th(z)]dz 
由 上 面 关 于 的 计算 公式 可 得 
b 
2785 = ny / ga(z) — tn (z)]dz 
b 
= Ba -Rl =V 


其 中 5 是 该 图 形 的 面积 , V 是 该 图 形 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体 
积 . 上 述 公 式 表明 一 个 平面 图 形 绕 zx 轴 旋 转 一 周 得 到 的 旋转 体 的 体积 
等 于 该 平面 图 形 的 面积 与 以 质心 到 xz 轴 距 离 为 半径 的 圆周 长 的 乘积 . 
这 个 结果 也 称 为 古 鲁 金 第 二 定理 . 

例 7.7.2 求 半径 为 R > 0 的 半圆 盘 的 质心 . 

解 ”如 图 7.7.3 建立 坐标 系 . 设 半圆 盘 的 质心 坐标 为 (3, 引 ,由 对 
称 性 显然 有 到 = 0. 下 面 求 芭 注意 到 该 图 形 绕 z 轴 旋 转 一 周 得 到 一 个 
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球体 , 利用 证 重金 第 二 定理 有 


天 4 
277 . ~—R* = xR. 
| D 3 


解 上 述 方程 得 了 = 二-, 因此 立夫 质 心 为 (0 二 RR) 

下 面 我 们 举 一 个 例子 来 讨论 极 坐 标 方程 表示 的 物质 曲线 转动 惯量 
的 计算 . 

例 7.7.3 设 平 面 质量 曲 线 为 7 = r(90) (a < 0 < 8), 线 密 度 
为 p 三 1, 求 该 曲线 基于 极 轴 的 转动 惯量 . 

解 任 取 |00+dbl C (a,B), 则 由 转动 惯量 的 定义 , 曲线 上 位 
于 [6,9+dbl 上 的 弧 段 质量 微 元 为 dM = V72( 四 十 72(0)d0. 这 小 段 质 
量 弧 到 极 轴 的 距离 近似 为 r(0) sin9 ( 见 图 7.7.4), 它 关 于 极 轴 的 转动 惯 
量 , 即 转动 惯量 微 元 为 

d7 一 72(0) sin GdM, 

因此 所 求 曲线 关于 极 轴 的 转动 惯量 为 


下 证 三 r2(g sin* GVr2(0) + 72(0)d0. 


习 题 车 


了 
1. 从 定义 出 发 计算 定 积分 | (a+ Pt)dt, 这 里 wm 有 是 常数 
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2. 证 明 : 若 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b| 上 可 积 , 则 它 的 定 积分 必 是 唯 
一 的 . 

3. 利用 定 积 分 求 下 列 极限 : 

OCs ee 


(2) lim /n(nt+ 1):.…: (2n—1) 


和 


筷 一 Co TL 
,27 只 .2k 
(3) jim 一 2 (2 十 sin 二 


4. 设 序列 {an} 满足 lim = 1(a > 0), 用 定 积 分 求 极限 


| 
11n 
TO nlt+a 


5. 设 函 数 f(z) € RIa,0], g(x) 在 区 间 [a, 相 上 有 和 定义 且 在 [a,b] 上 
只 在 有 限 多 个 点 的 值 与 f(x) 不 同 , 证 明 : g(z) 也 在 [ao 上 可 积 , 并 且 


gtzjdz = 下 Frzjdz， 


6. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 定义 , 证 明 f(x) e Rla,4] 的 充分 
必要 条 件 是 : 存在 Te 到, 对 于 ve > 0, 存在 [c, 如 的 一 个 分 割 A :a = 
zo < zi <…… < zn = b, 对 任 取 的 &; € [zi-1, zi](i 二 1,2,.… ,mn), 都 有 


(al 十 Q2 十 …: 十 Qn). 


Sf(Ei)Ari — 1 
名 


7 设 函 数 f(z) 在 区 间 fw, 引 上 有 定义 ; 记 f+(z) = max{f(z),0}， 
f-(z) = max{ 一 f(x),0}. 证 明 : f(z) < Rla,b| 的 充分 必要 条 件 是 f+(z) 
和 f-(z) 在 [a,b 上 可 积 . 

8. 设 函 数 f(z),g(z) E Riab 记 A:a=70 <T1<':<In=b 
为 区 间 [a,b| 的 分 割 ， 入 (A) = Dax {ATs = Ti — Ti_1}, 并 任 取 &i, 17; E 
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E24 (2 一 1,2, es ;,n). 证 明 : 


b 
DTGOotnan = | faa)de. 

9. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 可 积 , 且 存 在 a > 0, 使 得 对 于 Vx E 
a,b, 有 人 > a. 试 证 明 : 


7 

10. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b| 上 有 界 , 试 证 明 : f(z) € Rla,b| 的 
充分 必要 条 件 是 : 对 于 ve > 0, 存在 [a,b| 上 满足 以 下 条 件 的 连续 函 
数 g(z) 和 h(z): 

(1) 9g(z) < f(x) < h(z), Vz € [ao 可 


四 
2) /le) -aoldz<e 


11. 设 函 数 g(z) € Ra,b], Fu e CIA, Bl, 这 里 4,B 分 别 是 9g(z) 
在 区 间 [a,9| 上 的 下 、 上 确 界 . 证 明 f(g(x)) 在 [a, 上 可 积 . 

12. 设 函 数 f(x) e Rla,0], 证 明 : 存在 点 zo e (a,b), 使 得 f(zx) 在 
点 To 处 连续 . 

13. 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b| 上 有 界 , 并 且 它 在 [a,b] 上 的 不 连续 
点 集 只 有 有 限 多 个 聚 点 . 证 明 f(x) € Rla,9|. 


E Rla, 中; (2) jn f(x) € Rla, bl. 


[i 1 
14. 证 明 f(x) = I 2); z 子 0， 在 任何 闭 区 间 上 可 积 
0, I 二 0 


15. 设 函 数 f(z) es Rla,9, 并 且 对 于 vz € [a,9], 有 f(x) > 0. 证 
b 
明 / f(z)dzr > 0. 


16. 设 函 数 f(x) 在 (一 o0, +co) 上 有 定义 , 且 在 任何 有 限 闭 区 间 可 
积 . 证 明 : 对 于 任何 闭 区 间 [a,69], 有 
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lm { lf(e+h) -f(a)ldr =0. 
17. 确定 下 列 定 积分 的 符号 : 
也 下 1 
(1) / ztsin £) "tldz: (2) F e “Sin zdz: 


2 + 
(3) / sinz ] 
0 T 


18. 设 函 数 f{7z),g(z) € Rla,], 证 明 如 下 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 


下 jzjgtzjdz| < [fr Ee idz| [zeoa| 


19. 证 明 下 列 极 限 成 立 : 
(1) ,lim fe — 2 )"dz = 人 0: 
(2) 讽 函 数 f(z) s C[ 一 1,1], 则 


ff -2)"az 
lim -一 一 
/ (1 一 z2Jndz 
20. 试 找 出 区 间 [0, 1] 上 满足 以 下 条 件 的 所 有 连续 函数 : 对 于 vx e 


(0,1), 有 
f(t)dt = / Fndt 


21. 设 消 数 f(z) 在 区 间 [ce, 世 上 具有 连续 导数 , 证 明 : 
(1) 对 任意 的 ze fa, 中 ,有 


= 


f(z) <| 产 - -/ f(z)dz| + 下 Pa)ldz 


(2) 当 f(a) 关 FD) 时 , (1) 中 成 立 严 格 不 等 式 . 
22， 设 函数 f(z) es C( 一 co, 二 o0) 且 了 "(0) 存在, 再 设 对 于 Yz < 
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(一 oo, 十 co)， 上 NI 5zf (2). 证 明 : f(x) = er, 其 中 c € 民 为 常数 . 
23. 设 P(z) 为 nz 1 次 多 项 式 , [fa, 引 是 任 一 闭 区 间 . 证 明 
b 
cjlaz < 2n max, {IP,(o)l} 


24. 设 函数 f(z) se C'[a,4] 且 f(a) = f(b) = 0, 证 明 : 
nb | b 
D | zf(o)r lsd = 3/ Pl)as 


b 
(2) 夺 / f*(z)dz = 1, 则 


/ fF"'(z)] dz [ zf(z))d z > 


25. 求 下 列 极限 : 
人 (sint)° dt 
(2) lim 2 


Nr Ee 
| / et dt 
1) lim 江 : 
( 一 co eT 基 一 0 十 0 Tita 


| et dt 
(3) sim ies (a > 0). 


26. 计算 下 列 定 积分 : 

(1) [ [2 (2) 下 工 一 |dz; 
9 人 arctant/ oT Sd (a > 0): (4) [ Vzd7: 

(5) 人 /sar (6) [ TV1 一 Zdz; 


) {VE se ® | 人 - 


(9 | lz + Vira) 0) 是 26V5dz， 


(a > 0); 
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(11) . T™ (1 — 7)" dy: (12) | | sgn(1 — z)dz; 
(13) / ln[zldz: (14) 人 thn zdz; 
(15) | WN RE (16) 上 mln and 
27. 求 下 列 定 积分 ; 

1 TI .TT 
/foam 这 f= 7 


BT 
(2) 上 | sin zx|dz. 
28. 设 f(z) 是 周期 为 2r 的 函数 , 并 且 f(x) e RI0,27]. 证 明 : 


于 局 开 
im 元 | f(z)dz = | f(r)dz. 
29. 设 函 数 f(z) e C[ 一 1,1], 证 明 : 


(1) 三 f(sinz)dz = f° f (cosz)dz: 


(2) 人 rf(sinz)dz = 3/ f(sinz)dz. 


30， 设 函数 f(z) e Cla,0], g(xz) € Cla,b| 且 不 变 号 , 证 明 : 了 < 
(a,b), 使 得 


， 
relzjdz= 7 /slzjdz 
.31. 证 明 : 对 于 vz > 0, 存在 唯一 的 &。 > 0, 使 得 人 
{) 


成 立 ; 并 求 “lim 宅 


二 


32. 利用 定 积 分 第 一 中 值 定理 证 明 ee 


1 1 2° 
(Bra h F< < 7 Tr 
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2 4 Tdzx < 
(2) 64 </ IT 十 22tan5z ~ 32. 
33. 利用 定 积分 第 二 中 值 定理 证 明 : 


b .. 

sn Tz 2 
(1 i se | py: 
|/ ds| < 2 (0 < a <) 


b 
(2) | / sin xz’ dz 
34. 设 函 数 f(x) 在 [7,7] 上 单调 下 降 , 证 明 : 对 于 vn e N, 有 
(1) 三 f(x) sin 2nzdz > 0; (2) 三 f(z)sin(2n 十 1izdz < 0. 


35. 设 f(z) 是 区 间 [ce, 上 的 非 负 连续 函数 , 记 M = sup { jz 
证 明 : 和 


] 
< 一 . , 
~ (0<a<b) 


了 


在 
am| / Pr(ajdz| = M. 


36. 设 函 数 f(x) 在 [0, 1] 上 连续 , 在 (0,1) 内 可 导 , 并 且 满 足 f(1) = 


2 e “了 f(z)dzx. 证 明 : 存在 £ € (0,1), 使 得 f(€) = f(é). 
37. 设 函 数 f(x) 在 区 间 fa, 上 单调 , 9(z) 是 (一 oo, +oo) 上 以 TT> 


0 为 周期 的 连续 函数 , 并且 1/ ”glz)dzx = 0. 证明 


Lim [ f(z)g(Ar)dzr = 0. 
38. 求 由 下 列 曲 线 所 围 成 平面 图 形 的 面积 : 
(1) T= ,Y= 7 
(2)} y= sinz,Y = co08 7F,T = 0 7 = 27; 
(3) y° = 7°(1 — 2°); 
(4 六 = 22 十 妨 =1 (在 第 一 、 四 象限 的 部 分 ) 


39. 设 p>0 和 ga>0 满 足 =+- = 证 明 对 于 任何 非 负 实 


习题 七 。 89 


数 a,b, 成 立 不 等 式 ab < 一 二 -, 并 且 上 述 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充分 


必要 条 件 是 a = b. 

40. 求 由 下 列 曲 线 所 围 成 平面 图 形 的 面积 : 

(1) 旋 轮 线 ( 拱 线 )x = 二 a(t 一 sint),y = a(l 一 cost)(0 <t<27,a>0) 
与 zx 轴 ; 

(2) 圆 的 渐 伸 线 z = a(cost 十 tsint),y = al(sint tcost) (0 <t< 
27,4 > 0) 与 直线 z = a: 


2 2 | 
(3) 椭圆 的 渐 届 线 x = 一 cos” t,y 一 sint(c =a’—b >0). 


41. 求 由 下 列 曲线 所 围 成 平面 图 形 的 面积 (其 中 参数 a > 0): 
(1) 双 纽 线 r* = acos20; (2) 三 叶 线 + = a sin 30; 
EL .3asingcosg 

Tr sin "0 十 cos30 

42. 求 由 下 列 曲线 所 围 成 平面 图 形 的 面积 : 

(1) zs 十 9 一 1 (2) z+ = + 

(3) (2? +y) =2(7 — yy) r+ = 1 

(4) (z2 十 7) = 27y: (5) z2 +ary+y =1(lal < 1). 

43. 分 别 求 出 抛物 线 y = z2(0 < zx) 与 y= 0,z=h 所 围 平面 
图 形 绕 xz 轴 和 y% DS 

44. 求 由 曲面 z= 二 + * 与 平面 > =h 所 围 成 的 立体 的 体积 . 

45. ee 个 半径 为 1 的 圆 盘 , 并 且 存 在 该 圆 盘 
的 一 条 直径 使 得 该 立体 的 垂直 于 该 直径 的 所 有 截面 都 是 等 边 三 角形 ， 
求 该 立体 的 体积 . 

46. 求 出 球体 zz + 十 世 志 1 和 柱 体 (2- 5 +y 
分 的 体积 . 

47. 求 心 形 线 的 一 段 > = al(1l + cos0) 《 <0< \ 与 9= 二 和 极 
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抽 押 围 图 形 绕 极 轴 旋 转 一 周 所 得 立体 的 体积 . 
48. 证 明 : 极 坐 标 下 曲线 > = r(b) 与 96= a,8= 有 (这 里 0x<a< 
8 < 7) 所 围 的 平面 图 形 绕 极 轴 旋转 一 周 所 得 立体 的 体积 是 


9x 1 
= 也 上 r3(0) sin gdb 


(1) 星 形 线 z = acos?t,y = 二 asin”t (Dt 27); 

(2) 阿 基 米 德 螺 线 > = a9 (0 < 9 < 27): 

(3) 抛物 线 y= az?(-1<z < 1): 

(4) 圆 的 渐 伸 线 z = a (cost 十 tsintiy =al(sint—tcost) (0<te 
27,0 > 0). 

50. 证 明 : 曲线 > = a sin 一 (0 区 8 过 n7) 的 弧 长 为 

2k— 2 
Re 
(2k 十 工 川 
(2k)!1! 

51. 求 下 列 曲 线 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 曲面 的 侧面 积 : 


| z 并 + 
(y=2pr(0<zg1); (9) + 和 =1; 
0 b2 


Th = 


Na, n= 2k 十 1. 


(3) za + ys 一 aa; (4) y= sinz(0<7 < 7); 

(5) ZT =a(lt— sint),y = a(l ~ cost) (0 < t < 27); 

(6) y= acosh 一 ， iz| 甩 六 

52. 求 下 列 曲线 绕 极 轴 旋 转 一 周 所 得 曲面 的 侧面 积 : 

(1) 心 形 线 7 = al 十 cos 中; (2) 双 纽 线 7r? = a? cos 20. 

53. 设 圆 盘 的 半径 为 1, 其 面 密度 p = 1. 求 该 圆 盘 关于 过 圆心 且 
垂直 于 该 圆 盘 的 直线 的 转动 惯量 

54. 求 半 圆周 y = VR? 一 2 (|z| < RR) 的 质心 坐标 和 关于 两 坐标 
轴 的 转动 惯量 . 
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55. 求 锥 体 Vz2 二 只 入 zz 和 忒 访 的 质心 坐标 和 关于 z 轴 的 转动 惯 
量 . 
56. 设 空间 物质 线段 Psp 的 线 密度 为 1, 长 度 为 1 并 且 与 直线 卫 
不 交 , a 与 上 分别 是 Pap 的 端点 4 与 B 到 本 的 距离 . 求 T4p 关于 本 
的 转动 惯量 . 
57. 设 半径 为 1 的 球体 刚好 一 半 漫 入 比重 为 1 的 水 中 , 求 将 该 球 
从 水 中 取出 所 需 做 的 功 . 
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在 定 积分 中 讨论 的 函数 必须 是 定义 在 有 限 区 间 上 的 有 界 函数 , 在 
本 章 中 我 们 将 定 积分 作 两 个 方面 的 推广 : 一 是 将 有 限 区 间 推 广 到 无 穷 
区 间 , 二 是 将 有 界 函数 推广 到 无 界 函 数 . 对 于 前 者 的 积分 , 我 们 称 之 为 
无 穷 积分 , 而 将 后 者 的 积分 称 为 瑕 积分 ， 通 常 将 无 穷 积 分 和 瑕 积分 统 
称 为 广义 积分 


88.1 无 穷 积 分 的 基本 概念 与 性 质 


在 本 节 中 我 们 研究 无 穷 积 分 . 首先 我 们 来 考查 一 个 火箭 升 空 的 例 
子 . 假设 人 们 在 地 球 上 茶 个 地 方 丫 天空 发 射 一 个 质量 为 m 的 火箭 , 其 
目的 是 探索 太阳 系 中 某 个 遥远 的 星球 . 设 地 球 半径 为 RR, 质量 为 M, 则 
由 万 有 引 旋 定 律 知 ,， 火 舌 从 地 球 表 面 发 射 升 至 高 度 X, 它 殉 服 地 球 引 


力 所 做 的 功 为 
“十 是 A 
w(x)= / - ec 


R pe 


2 
其 中 G = 二 2 而 g 为 大 家 熟悉 的 重力 加 速度 , 即 g ~ 9.8m/s?， 对 任 
意 固定 的 藉 , 我 们 有 


W(X) = mgR?(- zx) 


火箭 逐步 摆脱 地 球 引 力 的 过 程 可 以 看 成 是 关 一 十 co 的 变化 过 程 . 因 
此 , 从 理论 上 来 看 , 火箭 要 摆脱 地 球 引 力 所 做 的 功 应 旋 为 
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= lim _mgR? (= mgR. 


RR) - 
利用 上 述 分 析 , 我 们 可 以 求 出 所 谓 的 第 二 字 宙 速度 , 即 火箭 具有 的 最 小 
初速 度 , 使 得 它 能 够 飞 离 地球 的 引力 范围 . 事实 上 , 设 火箭 向 上 发 射 时 
的 初速 度 为 wo, 它 得 到 的 动能 为 mw8. 当 它 超过 lim _W(h) = mmgR 
时 , 则 火箭 可 以 脱离 地 球 的 引力 . 因此 由 能 量 守恒 定律 , 有 

> mud = mgh, 
取 g 一 9.81m/s ,R= 二 6371 km, 代入 得 


vo 3 11.2 km/s. 


现在 我 们 只 关注 火箭 在 升 空 的 过 程 中 克服 地 球 引 力 做 功 所 涉及 的 
积分 问题 . 在 火箭 达到 的 每 一 个 高 度 X, 我 们 都 面临 一 个 有 限 区 间 的 
xX 
积分 i G 一 全 dr, 该 积分 对 固定 的 X 是 一 个 定 积分 , 但 由 于 X 不 
六 / 
断 变 大 , 实际 我 们 将 面临 的 是 考查 当 X 一 +oo 时 , 积分 上 G 一 dr 


、 六 Mm 
的 变化 趋势 . 我 们 把 这 个 考查 过 程 记 为 | cit 
积分 . 为 此 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 8.1.1 “” 设 函数 f(x) 在 [a, +oo) 上 有 定义 , 并 且 对 于 YX e 
(a, +oo), 在 [a, X] 上 可 积 . 如 果 极 限 


dr, 并 称 之 为 无 穷 


xm / jz)dz 


存在 , 则 称 无 穷 积 分 fs f(z)dz 收 敛 ， 或 称 函 数 f(z) 在 fa +oo) 上 
可 积 , 并 记 


十 De 全 
| Tl 二 im / Fld 
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六 十 ea 
如 果 极 限 ,lim /f(z)dz 不 存在 , 则 称 无 穷 积分 |。 7(z)dz 发 散 
从 上 述 定义 可 以 看 出: 记号 / “f(z)dz 仅 代表 了 我 们 考虑 f(z) 


在 e+ec) 上 的 积分 这 件 事情 , 只 有 当 无 穷 积分 / jp(zjqz 收 伍 时 
它 才 是 一 个 有 限 实 数 

类 似 地 我 们 也 可 以 讨论 一 个 函数 在 (-oo, 蛋 上 的 积分 问题 . 

定义 8.1.2” 设 函数 f(z) 在 (-o0,4] 上 有 定义 , 并 且 对 于 VX e 
(一 00,0b), 在 区 间 [XX, 上 可 积 . 如 果 极 限 


b 


存在 , 则 称 无 穷 积分 / ”Fajdz 收 敛 或 称 函 数 f(z) 在 (-o0,9 上 可 
积 , 并 记 
b sb 

/far = tim, 人 /zjdz: 

b b 
如 果 极 限 _lim / f(z)dz 不 存在 , 则 称 无 穷 积分 / f(z)dz 发 散 

-Tx —O0 
定义 8.1.3 ” 设 函数 f(z) 在 (_oo 4oo) 上 有 定义 且 在 任何 的 闭 

区 间 [a,5] 上 可 积 . 任 取 ce 民 , 者 无 穷 积 分 下 f(z)dz 与 三 f(z)dz 
都 收敛 , 则 称 无 穷 积分 / ”adz 收 伍 并 记 


(jdz = f f(z)dzr +/ f(z)dz: 
C 上 DO 
若 无 穷 积分 / f(z)dz 和 EF f(z)dz 中 至 少 有 一 个 发 散 , 则 称 无 


a 
穷 积 分 / f(z)dz 发 窗 . 
由 于 我 们 在 定义 8.1.3 中 假定 了 f(z) 在 任何 有 限 闭 区 间 均 可 积 , 读 
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者 易于 验证 ，/ “f(z)dz 收敛 与 否 与 < 的 选取 无 关 ; 当 / p(s)dz 
收敛 时 , 其 值 也 与 c 的 选取 无 关 . 
由 无 穷 积分 敛 散 性 的 定义 我 们 可 以 看 出 : 车 函数 f(z) 在 [a, 十 eco) 
上 有 原 沙 数 F(z), 并 形式 地 记 F(+00) 二 lim F(z), 则 有 
十 Do 十 oo I 
/ f(z)dz = F(z)| 一 下 (二 oo) — F(a). 


同样 , 吉 f(z) 在 (一 co0,9] 上 有 原 消 数 G(z), 记 G(-oo) = lim G(x), 则 


, ， 
人 f(z)dz = G(z)| ~ G(b) — G(—o00). 
类 似 地 , 大 f(x) 在 (一 00, 十 oo) 上 有 原 函 数 五 (x), 则 
十 De 十 oo 
f(s}dr = H(z)| 三 五 (十 co)j — H(—o0). 


上 述 的 公式 给 出 了 判定 无 穷 积 分 是 否 收敛 以 及 计算 收敛 无 穷 积 分 
的 值 的 方法 本 
由 定 积分 几何 意义 , 不 难 理解 无 穷 积分 | f(z)dz, | f(z)dz 


和 / “f(z)qz 的 几何 意义 . 例如 , 当 f(z) 是 [a,+o0) 上 的 连续 函数 


时 / f(z)dz 的 几何 意义 是 图 8.1.1 中 阴影 部 分 面积 的 代数 和 


图 8.1.1 
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96 
例 8.1.1 ”证 明 无 穷 积分 li _ cz 收敛 并 求 其 值 
解 ”由 于 arctanz 是 一 一 一 1 一 一 za 在 (一 co, 十 oo) 上 的 一 个 原 函 数 , 因 
此 我 们 有 
vim 下 2 一 (0 一 Dam arctanA = 本 


1 十 了 由 一 十 Do 


收敛 , 并 且 有 


其 
I / = lim arctanX = — 
一 十 0 2 


由 无 穷 积分 的 定义 知 三 二 
十 oo , (§ > ) 


— 


十 ee dz 
| 2 — arctan z| 


一 DO 


例 8.1.2 ”讨论 无 穷 积分 / ~ 下 的 化 散 性 , 其 中 p eR 


解 当 p=1 时 ， 
To dz “dz | 
/ -一 一 ln -一 一 lim Inzx 
] L 总 一 十 CO 下 戈 一 + 十 ] 
— lim lnxX =+oo 
六 一 十 oc 
当 p 关 1 时 ， 
to dr [dr Pl | 二 
|) — 二 lim 一 二 
] TP Xm+oo 2? X=+o0 | 一 入 | 
] 
Ed 人 ”0 p>1, 
= lim 1 一 一 《了 一 } 
Rs ~ +o0,， p<1 


因此 无 穷 积分 [= 当 p > 1 时 收 仑 , 当 p < 1 时 发 散 
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例 8.1.3 ”讨论 无 穷 积 分 [- 的 敛 散 性 , 其 中 pe 了 


解 ” 当 p=1 时， 


三 dz mf dz 
J» rinz ws Tinz 


二- xDm (nn — lnln2) = +oc. 


i 


Po dn ~ dz .ln ?tz 
一 一 一 一 lim /| 一 一 一 lim 
2 Tln'z Xotoo rlniz Xm+o 1 一 7 o 


] 
= lim 一 一 《人 (一 1) In? 2 
9 一 十 ee， p<1. 


是 


因此 无 穷 积分 -一 当 p> 1 时 收敛, 当 p < 1 时 发 散 
类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 : 无 穷 积分 


/ dr 
J zllnz)(lnlng)r 


当 p > 1 时 收敛 , 当 p < 1 时 发 散 . 


从 无 穷 积 分 的 定义 出 发 , 我 们 可 以 容易 地 证 明 下 面 的 关于 无 穷 积 


分 的 换 元 公式 与 分 部 积分 公式 . 


设 函 数 f(z) 在 [a, 十 co) 上 有 定义 , 且 对 于 YX > a, 在 区 间 [a,X] 


上 可 积 , 再 设 函 数 p(t) 在 区 间 [a, 8)(8 可 以 是 +cc) 上 连续 可 微 , 严格 
单调 上 升 , 并 且 满 丘 


a = Plo) & plt) < lim p(t) = +o%, 


则 我 们 有 以 下 的 换 元 公式 : 


/ We 三 He)o'(Ddt 
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注 ”上 述 等 式 是 在 以 下 意义 下 成 立 的 : 当 等 式 两 端的 积分 有 一 个 
收敛 时 , 则 另 一 个 积分 也 收敛 并 且 上 述 等 式 必 成 立 ; 车 上 面 的 两 个 积 
分 中 有 一 个 发 散 , 则 另外 一 个 积分 也 发 散 . 以 下 若 有 两 个 无 穷 积 分 相等 
的 等 式 , 则 读者 均 可 按 上 述 意义 来 加 以 理解 . 另外, 对 v(t) 是 单调 下 
降 的 情形 , 请 读者 给 出 相应 的 换 元 公式 . 

现 设 函数 u(z),v(z) 在 [a,+oo) 上 连续 可 微 , 且 极 限 


u(+oo)v(+00) 全 lim w(z)v(z) 
存在 , 则 有 以 下 分 部 积分 公式 
十 co 十 ce 下 
/ u(r (dx = u(z)v(z)| -/ u (Tv (rT) dx. 
b 十 oo 
读者 可 类 似 地 给 出 无 穷 积分 f(z)az 及 | 。 7(z)dz 的 换 元 


公式 与 分 部 积分 公式 . 
例 8.1.4 Wa 


A 


Re 1+#2)| =In(1+ 
1 ZVl1l+z* 0 VI 十 友 jl 


从 上 例 可 知 , 一 个 无 穷 积分 经 过 换 元 后 有 时 可 变 成 一 个 定 积分 
例 8.1.5 ”计算 无 穷 积分 ”2dz 
1 T 


解 ” 取 w(x) = arctanzr,ulz) = 5 则 利用 分 部 积分 有 


.9 arctanz j arctanzjt® 三” sk; 
/ T3 27“ | / 2 
-了 (E-i) 
8 2 rT 1+z2, 
T 二 ] “To 吧 
(ee) 
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例 8.1.6 计算 无 穷 积 分 
十 ce 十 Ce 
1 -| e "sinbrdzx, I = / e 7cosbrdzx， 其 中 a > 0. 
0 0 


解 ”在 下 一 市 中 , 我 们 将 知道 以 上 无 穷 积 分 是 收敛 的 . 现在 我 们 


来 求 其 值 : 
] /XxX 
T=— lim = / sinbzrd(e ””) 
这 一 十 G6 也 0 
1 / x 
一 一 lim ~-(e-" sin bz —b / @ cosbzdz ) 
此 一 十 ce 人 0 0 : 
ee | 
= 2 / e ”cos bzdy = ee 
tL 0 
有 
1 = -lim 7 cos pzd(e "™) 
] x x 
一 一 lm 一 (er cos bz| 十 局 | e sin bzdz ) 
莹 一 十 oo 亿 0D 0 
1 
oc 
a Qa 
由 以 上 两 式 可 得 
b a 
IT Eth mtr 


回忆 一 下 , 我 们 说 无 穷 积分 / ”flaydz 收敛 是 指 关 于 X 和 XX 
本 
的 极限 ,lim 。 /f(z)az 存在 , 其 中 关于 X， 和 Xs 的 极限 过 程 是 
Xl to0 XI 


x 
两 个 独立 的 过 程 . 如 果 仅 考虑 ，lim / f(z)dz, 则 当 它 收敛 时 , 我们 
一 二 | _ 
称 / ”mdz 在 柯 西 主 值 意义 下 是 收敛 的 , 此 时 我 们 用 


vP FLzZidz 
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来 表示 极限 lim。/ f(z)az, 同时 称 该 极限 信 为 积分 f(z)dz 
的 柯 西 主 值 . 显然 ,对 任何 (_oo, +o0) 上 可 积 的 奇 函 数 f(z), 有 


V.P. 三 FLzjdr = 


从 某 种 意义 上 来 说 , 当 讨 论 无 穷 积 分 三 f(z)dz 的 敛 散 性 问题 


时 ,我 们 必须 讨论 两 个 独立 的 极限 过 程 . 而 讨论 该 无 穷 积 分 的 柯 西 主 
值 时 , 我 们 只 要 讨论 一 个 极限 过 程 . 无 穷 积分 的 柯 西 主 值 在 一 些 数学 
分 文中 有 应 用 . 


88.2 无穷 积分 敛 散 性 的 判别 法 


在 对 无 穷 积分 / “f(z)dz 的 讨论 中 , 我 们 假定 了 函数 f(z) 在 
[a, +eo) 的 有 限 子 区 间 上 都 是 可 积 的 , 而 要 研究 的 三 f(z)dz 敏 散 
性 问题 , 实际 上 就 是 研究 当 X _，+oo 时 连续 函数 F(X) 一 广 Flzydz 


的 极限 是 否 和 存在 的 问题 . 因此 从 理论 上 讲 , 无 穷 积 分 的 伍 散 性 可 以 认为 
是 已 经 解决 的 问题 . 但 是 人 们 很 快 就 发 现 , 对 于 许多 的 函数 f(z), 相应 
的 下 (X) 并 不 能 容易 求 出 , 因此 我 们 要 寻找 直接 从 被 积 函 数 的 性 质 来 
判定 三 义 积分 是 否 收 全 的 方法 . 


下 面 我 们 主要 讨论 / “f(z)dz 的 伊 散 性 问题 , 关于 | ”ada 
及 三 / zjdz 的 敛 散 性 , 请 读者 自己 给 出 相应 的 结论 . 


首先 由 无 穷 积 分 Frz)dz 收敛 的 定义 , 我 们 容易 得 到 下 面 的 
柯 西 准则 
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定理 8.2.1 ( 柯 西 准 则 ) “” 设 函 数 f(z) 在 [ae,+eo) 上 有 定义 , 对 
于 YX > w 在 区 间 [a, XX] 上 可 积 , 则 无 穷 积 分 [ra 收敛 的 充 
分 必要 条 件 是 : 对 于 Ye > 0, 3M > a, 当 万 7 > X'>M 时 ， 有 


| 上 f(z)dz 


此 定理 的 证 明 可 以 从 无 穷 积 分 伍 散 性 的 定义 直接 推出 , 故 省 略 . 
定义 8.2.1 设 函 数 f(z) 在 [a, +oo) 上 有 定义 , 对 于 YX > a 


在 区 间 [a,XI 上 可 积 . 车 无 穷 积分 三 f(z)ldz 收敛 , 则 称 无 穷 积 
分 太 f(z)dz 绝对 收敛 : 若 无 穷 积分 三 f(z)dz 收敛 ,但 无 穷 积 


< EE, 


分 矿 1 zjldz 发 散 , 则 称 无 穷 积分 三 f(z)dz 条 件 收敛 . 

定理 8.2.2 ” 设 函 数 f(z) 在 [a,+o0) 上 有 定义 , 对 于 YX > a 
在 区 间 fa, X] 上 可 积 . 着 无 入 积分 / “f(z)dz 绝对 收敛 , 则 无 穷 积 
好 / ~ f(z)dz 必 收 敛 . 

证 明 假设 / “|f(z)ldz 收敛 , 由 柯 西 准则 , 对 于 ve > 0, 3M > 


Qa, 当 X7>X'>AM 时 ,有 


va 


因此 , 当 X7">X > JM 时 , 有 


] f(s)dz| < 


再 由 柯 西 准则 知 三 ”f(z)dz 收敛 . 证 毕 


= | f(z)ldz < <. 


广 f(a)laz < 
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从 上 述 定理 知 , 无 穷 积 分 是 否 绝对 收敛 的 问题 可 以 转化 为 非 负 范 
数 的 无 穷 积分 的 敛 散 性 问题 
定理 8.2.3 ” 设 非 负 函 数 f(z) 在 [a,+oo) 上 有 定义 ,对 于 VX > a， 


在 [a,X] 上 可 积 , 则 无 穷 积分 / “”/(z)az 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
存在 4 > 0, 使 得 对 一 切 X > a, 有 


x 
/ fridr eA 
证 明 ”事实 上 , 由 定 积 分 关于 积分 区 间 的 可 加 性 及 f(z) > 0 知 ， 


了 
F(X) = / f(z)dz 在 [a,+o0) 上 是 X 的 单调 上 升 函 数 . 因此 由 单调 


有 界定 理 即 可 推出 定理 8.2.3. 证 毕 

对 于 非 负 函数 的 无 穷 积 分 , 我 们 有 下 面 的 比较 定理 . 

定理 8.2.4 设 非 负 函数 f(x),g(z) 在 [a, +oo) 上 有 定义 , 且 对 
于 YX > oa, 在 [la,X 上 可 积 . 若 存 在 常数 cl > 0,cz >0 及 Mo>a, 使 
得 当 z > Wo 时 , 成 立 不 等 式 


cljf (7) < c2g(7), 
则 我 们 有 下 述 结论 : 
oo 十 ce 
(1) 竺 g(z)dz 收敛 , 则 / f(z)dz 也 收敛 ; 
a a 
(2) 者 / f(z)dz 发 散 , 则 / g(x)dz 也 发 散 . 
证 阴 ”我 们 只 证 (1), (2) 的 证 明 留 给 读者 . 
由 假设 glz)dz 收 化 ,根据 柯 西 准则 , 对 于 ve > 0, 3M0 > 0 
当 XX”> XX'> Mi 时 ,有 


Er cl 
/ g(r}dz < —e. 
村 CD 
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由 于 当 zx> Mo 时 , 有 
f(z) < 2g(z), 
1 
因此 我 们 取 M = max{lMo, M1), 当 X” > X'> M 时 , 有 


XxX Cn 天 
og f fa < g(z)dzr < e. 
(1) 得 证 . 证 毕 . 
推论 设 非 负 函 数 f(z), g(Zz)(g(z) 关 0) 在 fa, 十 oo) 上 有 定义 , 且 
对 于 VX > a， 在 区 间 [a, 和] 上 可 积 . 若 lim = 则 


(1) 当 0<1l<+o%o 时 ， 三 g(z)dz 与 三 f(z)dz 同时 收敛 或 
同时 发 散 : z 
十 Se 十 oo 
(2) 当 ! -0 时 车 / g(z)dz 收敛 则 / f(z)dz 收敛 


十 cc 十 oo 
(3) 当 1 = +oo 时 , 车 / g(z)dz 发 散 , 则 / f(z)dz 发 散 


上 上述 推论 可 由 极限 的 保 号 性 和 定理 8.2.4 推出 . 

显然, 对 两 个 非 负 函数 的 无 穷 积 分 , 以 上 定理 和 推论 告诉 我 们 , 取 
值 大 的 函数 的 无 穷 积 分 收敛 , 则 取 值 小 的 函数 的 无 穷 积分 也 收敛 ; 反之 
取 值 小 的 函数 的 无 穷 积 分 发 散 , 则 取 值 大 的 函数 的 无 穷 积分 也 发 散 

在 判断 一 些 无 穷 积分 的 敛 散 性 时 , 我 们 有 一 些 “标准 函数 ' 其 他 
的 一 些 函数 可 与 它们 作 比 较 ， 这些“ 标准 函数 ”有 二 ,一 二 ,6-” 
等 i 而 
哪些 值 是 使 得 无 穷 积分 发 散 的 ， 例 如 , 在 太 -5 中, 当 > 1 
时 , 对 任意 的 9 e 及 , 无 穷 积 分 收敛 ; 而 当 p = 1 时 , 对 于 4 > 1 收敛 


对 于 其 他 的 情形 该 无 穷 积分 均 发 散 再 如 ,在 /”P(cje-eedz 中 (其 
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中 P(z) 是 一 个 多 项 式 ), 当 a > 0 时 , 无 穷 积 分 是 收敛 的 . 

企 上 广 例 8.1.6 中 , 由 于 被 积 函 数 在 [0, 十 oo) 上 满足 |e-oz sinbz| < 
和 leeosbzl < eo- 因此 了 =/ -arsinbzdz 与 了 二 
1/ “6-er cosbzdz 均 是 绝对 收敛 的 

例 8.2.1 讨论 无 穷 积分 / “7 dz 的 敛 散 性 , 其 中 


Zn 十 Z2 十 1 
为 一 正 整 数 
解 由 于 
人 
lim 之 十 导 十 上 站 ] 
工 一 十 Co ] 


Tn—2 


而 当 n 一 2>1, 即 n> 3 时, [ de 收敛 , 因此 当 n> 3 时 , 原 
无 穷 积 分 收敛 ; 而 当 n < 3 时 , 无 穷 积 分 发 散 

大 一 个 有 理 函 数 R(x) = i 在 la, 十 co) 上 有 定义 , 其 中 P(z) 
与 Q(z) 为 两 个 既 约 多 项 式 , 它们 的 次 数 分 别 为 m,n, 则 / ~ de 
收 敏 的 充分 必要 条 件 是 部 mm > 2. 对 于 有 理 函 数 的 无 穷 积分 , 虽然 我 
们 很 容易 判断 其 收敛 性 , 但 计算 其 值 并 不 容易 ， 在 复 变 函数 课程 中 我 
们 有 系统 的 办 法 来 求 其 值 

十 ee COS T ln 
例 8.2.2 ”讨论 无 穷 积 分 / z dz 的 钱 散 性 . 
解 ”由 于 


. 1 
COS ZX Sin 一 
I 


T 
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人 
T2 
而 A 和 收敛 所 以 三 COS T S11N Eq 绝对 收敛 
例 8.2.3 sie 分 /| 三 -in(1+ 三 )]az (>0) 的 


解 ”在 jn(1 + 如 的 麦克 劳 林 展 式 中 令 + = 工 , 我 们 有 


A i 1 
nt) -万 -+ (m5) 多 一 +oo) 


从 而 有 


因此 ， 站 去- 人 ae 当 p> ; 时 收敛 , 当 p < : 时 发 散 . 

人 函数 无 穷 积分 的 敛 散 性 问题 . 正如 我 们 所 指 
出 的 那样 , 这 些 判别 法 则 可 以 用 来 判定 无 穷 积分 是 否 绝对 收敛 . 值得 注 
意 的 是 , 当 f(z) > 0 时, 由 / “f(z)dz 的 几何 意义 来 看 , 似乎 当 zx 
越 大 时 ，/(z) 的 值 要 很 小 时 才能 保证 无 穷 积分 ”f(z)dz 的 收 全 


性 . 当 f(xz) 不 连续 时 , 我 们 容易 看 出 这 个 想法 是 不 对 的 , 这 可 以 从 以 下 
事实 得 到 验证 . 取 严 格 单 调 上 升序 列 {zx,} C [a, 十 co), 使 得 lim zn = 
+o0, 由 于 改变 f(z) 在 {zn} 上 的 取 值 并 不 改变 f(z) 在 任何 区 间 的 可 
积 性 , 因此 我 们 可 以 使 得 f(z) 在 该 序列 的 值 改变 后 的 函数 在 这 一 序列 
上 的 值 趋 于 co. 即使 f(z) 是 连续 的 ,我 们 也 容易 构造 出 一 个 在 [a, 十 cc) 


上 无 界 的 函数 /(z), 使 得 广义 积分 / plzjdz 收 化 
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例 8.2.4 设 函 数 f(z) 在 [1 +eo) 上 的 定义 如 下 : 


1 

wa TEll, zx), 

1 Tu 
po releh, znt1], 


f(zati) + 3°T 2 一 zaHi)l(z — zn), TE(LTnt1 n+ 1), 


on+l ee "le a Se fz rl ci nn 0 1 站 仁 (n 十 1, Dl 
其 中 mm =n 一 未; 的 一 n 二 过 1 二 2,3,… (f(z) 的 大 致 图 像 如 图 8.2.1 


所 示 ) 证 明 无 穷 积 分 1/ jp(zjdz 收 全 


图 8.2.1 


证 明 ”从 f(z) 的 构造 可 以 看 出 f(z) > 0(z e [1,+00)), f(z) < 
CIL+eo), 并且 lim f(n) = +oo. 对 于 VX > |， 取 正 整数 N > 义 , 则 
有 
x | N : 让 
| 7aaz< 人 rdzs 广 本 总 f(z) 


<1+> ardz<1+2 2 < 


7 二 22 人 


因此 无 穷 积分 / “plz)qdz 收 化 
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作为 练习 , 读者 可 以 证 明 : 当 ffz) 在 [a, +co) 上 单调 时 , 若 无 穷 
十 6 
积分 /7(z)dz 收敛 , 则 必 有 _lim_ f(s) = 0 


现在 我 们 转向 讨论 条 件 收 敛 的 无 穷 积 分 .对 于 这 类 无 穷 积分 , 被 
积 函 数 f(z) 的 绝对 值 的 无 穷 积 分 趋 于 +oo. 若 f(z) 在 fa,， 二 co) 上 
连续 , 当 zx 一 +ee 时 , f(z) 取 值 必须 在 z 轴 的 两 侧 波动 , 使 得 其 图 
像 与 z 轴 所 围 的 图 形 在 x 轴 的 上 面 与 下 面 的 面积 不 断 抵 消 , 才 能 使 


十 oo 
得 / f(z)dz 收敛. 在 此 方面 我 们 有 以 下 两 个 有 用 的 判别 法 . 


定理 8.2.5 ( 狱 利 克 雷 判别 法 ) ” 设 函 数 f(x),g(z) 在 fa, 上 +eoo) 上 
有 定义 , 且 满 足下 面 两 个 条 件 : 
(1) 对 于 YX > a, f(z) 在 区 间 fa, X] 上 可 积 , 并 且 3M > 0, 使 得 


对 于 VX > a, 有 
/ f(z)dz 
(2) g(z) 在 [a,+o0) 单调 , 并 且 lim_g(z) =0 


则 无 穷 积分 / f(zjg(z)dz 收 化 
证 了 朋 对 于 We > 0, 由 im g(zZ)=0, 3X >0, 当 z> 瑟 时 ,有 


< M: 


9 g(z)| < zn 


对 于 任意 的 X” > X' > X， 由 条 件 (1) 和 (2), 我 们 可 以 对 定 积 
分 人 f(z)g(z)dz 应 用 定 积分 第 二 中 值 定理 , 从 而 在 (XX 内 存 


在 &, 使 得 


| 人 ffz)g(z)dz 
局 


于 ge) f(z)dz + g(X”) [ f(z)dz 


< {| [roe f(z)dz 
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a ff Frzjdz 一 f f(z)dz 


£ 
< 一 一 生 M = &. 
ans eM E 


由 柯 西 准则 我 们 知 无 穷 积分 三 ” (zjg(zjdz 收 化 . 证 毕 

定理 8.2.6 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 设 函 数 f(z),g(z) 在 [a, +co) 上 有 
定义 , 并 且 满 足下 面 两 个 条 件 ; _ 

(1) 对 于 YX > a, f(z) 在 [a,X] 上 可 积 , 并 且 | f(z)dz 收敛 

(2) g(z) 在 [a, 十 oo) 单调 有 界 ， 
则 无 穷 积分 / f(z)g(z)dz 收 化 

证 明 ”由 条 件 (2) 我 们 知 lim_g(z) 存在 , 设 该 极限 值 为 B. 容 
易 验 证 f(z) 和 G(x) = g(xz) 一 B 满足 狄 利克 雷 判 别 法 (定理 8.2.5) 的 
所 有 条 件 , 从 而 / 和 f(z)G(z)dz 收敛 . 由 


十 ee 十 ce 
/ f(z)g(z)dr = / f(z)G(z)dz +B / F(z)dz 
即 知 定理 结论 成 立 . 证 毕 上 
例 8.2.5 证 明 无 穷 积 分 / dz 条 件 收 化. 
解 ”注意 到 被 积 函数 为 偶 函数 以 及 


Sin zx z 
1， 


T= 


在 (oo, +o0) 上 连续 , 因此 我 们 只 要 证 明 无 穷 积分 ”<qz 条 件 
心算 
收敛 即 可 
对 于 VX > 2r, 我 们 有 
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一 |cos27 — cos X|<2, 


| / sin Tdx 
2 


又 由 于 二 在 2r, +co) 上 单调 下 降 且 _lim_- = 0, 由 狄 利克 雷 判别 法 


十 co 
知 ne 收 伍 . 
2 


TL 


由 于 


| sin z| > sin2r 1 cosz 
TY 
T T 97 2r 


十 oo 十 oo 
类 似 上 面 讨论 , 我 们 可 证 [ zzdz 收敛 . 由 于 上 5Z 发 散 ， 
To in ” Ee Pe , 
此 | ”守卫 qz 发 散 . 再 由 比较 判别 法 知 | “2 ds 发 散 . 因此 


2 


无 穷 积 分 1/ ”snzdz 条件 收敛 


从 此 例子 可 以 清楚 地 看 出 , 当 xz 充分 大 时 , 由 sinz 的 周期 性 , 对 
曲线 y = a 与 zx 轴 所 围 的 每 一 小 块 的 面积 Ai(i = 1,2,…)( 见 
图 8.2.2), 有 


Al1 > A > A3>-.…,， 


且 lim hs = 0. 由 于 z 轴 上 面 小 块 与 下 面 小 块 的 面积 不 断 抵消 , 所 


十 ee ,: 
以 / dz 收敛 . 
2 
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另外 , 在 不 定 积 分 中 我 们 知道 /三 snzdx 不 能 用 初等 函数 表示 ， 


因此 对 -oo < a < 8 < +oo， 定 积分 [ gy 束 很 难 计 算出 来 . 
但 以 后 我 们 可 以 用 多 种 方法 求 出 [- na, 的 值 . 类 似 的 例子 还 


有 e-z dz 等 


例 8.2.6 ” 试 讨 论 工 = / © (1 十 2 )dz(p > 0) 的 剑 散 性 . 


解 由 J 
A olt*) (t— 0) 

知 : 

] 1 4 对 sinz sin2z /1 

n ( TDP ) = gp 2z2p + 人 (5 

SInT cos2r | ] 
re 和 jap 一 |1L 一 0(1) -三 (z 一 十 oo). 

因此 我 们 有 


当 0 <p< 5 时 由 多利 克 需 判别 法 和 收敛, 而 注意 到 此 时 J 
发 散 ， 和 当 1 > > 了 > 时 , 五 条 件 收 敛 , 而 五 和 五 绝对 收 
敏 , 因此 了 I 条件 收敛 ; 当 p > 1 时 , 卫 , I 和 情 均 绝对 收敛 , 从 而 工 绝 
对 收 化. 


| 机 ( 一 


SiN I 


Tp 


此 例 说 明 震 被 积 图 数 不 保 号 时 , 不 能 用 比较 判别 法 来 确定 它 是 否 收敛 . 
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88.3 瑕 积分 


8.3.1 ” 瑕 积分 的 概念 


正如 我 们 在 本 章 开始 所 指出 的 , 定 积分 的 第 二 个 推广 是 研究 在 有 
限 区 间 上 无 界 函 数 的 积分 问题 . 回忆 一 下 , 在 研究 函数 可 积 性 时 , 我 们 


知道 
F(z) = 全 sin 3, 2 0 
0, T= 二 0 
是 函数 


f(z) = (= 一 = cos 方 了 夫 
U 2 一 0 
的 一 个 原 函 数 . 函数 f(x) 是 无 界 的 , 因此 它 在 包含 z = 0 的 任何 闭 
区 间 [a,5] 上 不 可 积 , 但 此 时 函数 f(z) 却 有 一 个 有 界 的 原 函 数 . 在 本 
节 中 , 我 们 希望 研究 此 类 函数 的 积分 问题 . 我 们 称 这 函数 的 积分 为 瑕 积 
分 . 因为 f(x) 仅仅 在 z = 0 附近 无 界 , 所 以 z = 0 也 称 为 f(x) 的 一 个 
甫 点. 下 面 我 们 称 zo 是 f(x) 的 一 个 瑕 点 即 是 指 f(z) 在 zo 的 茶 个 去 
心 ( 左 或 右 ) 邻 域内 有 定义 , 但 在 该 去 心 ( 左 或 右 ) 邻 域内 无 界 . 
首先 我 们 讨论 函数 f(x) 在 区 间 [a,9] 上 只 有 一 个 瑕 后 的 情形 . 
定义 8.3.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,8] 上 有 定义 , a 是 f(z) 的 一 
个 瑕 点 . 若 对 于 Y0 < 56<b 一 a, f(x) 在 区 间 [a 十 6,8| 上 可 积 , 且 极 限 
b 


f(r)dz (8.3.1) 
十 5 


Jim 
上 一 0 十 0 ./ 


b 
存在 , 则 称 瑕 积分 Flzjdz 收 敛 , 并 记 


b b 
/ ffzjidz = | lim f(x)dzx: 


0+0 ja 二 6 
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若 极 限 (8.3.1) 不 存在 , 则 称 甫 积分 [ f(z)dz 发 散 . 
如 果 5 为 函数 f(x) 的 瑕 点 , 我 们 可 以 类 似 定 义 


在 ffLzjidz = sim 广 f(x)dzx. 


当 ce (a 及 为 fa) 在 [0, 相 上 的 唯一 现 点 时 ,我们 称 / “f(z)dz 收敛 
Cc b 时 
是 指 瑕 积分 / jewids 加 / f(z)dz 同时 收敛 ,此 时 , 我 们 还 可 类 似 
地 定义 柯 西 主 值 意义 下 的 收敛 (请 读者 给 出 ) 
当 a 是 函数 f(x) 在 区 间 [cb 二 的 唯一 瑕 所 时 ， 车 F(z) 是 f(z) 
在 (a,6] 上 的 一 个 原 函 数 , 则 瑕 积分 / f(z)dz 可 由 下 式 计算 出 : 


b b 
/ Fd in | f(z)drz = F(b) — ,lim F(a + 6). 
例如 , 对 于 前 面 的 例子 我 们 有 . 


1 
| 1 2 1 11 

上 (2z 81n = 二 )dz= on rT sin—| = sinl. 
0 TI2 zx 一 0+0 7T2 15 


bh 上 的 分 析 实 际 上 给 了 我 们 计算 瑕 积分 的 一 个 方法 对 于 瑕 积分 ， 
我 们 也 有 相应 的 换 元 公式 与 分 部 积分 公式 , 这 些 公 式 请 读者 自己 给 出 . 

例 8.3.1 计算 瑕 积分 [ dr. 

解 ”由 洛 必 达 法 则 我 们 有 


一 二 
站 m2 
arccosT i 1—7 一 站 
sO0/T 7 col-o0 一 27 
2V1— 2 


因此 被 积 函 数 有 唯一 的 瑕 把 z = -1. 所 以 有 


/ ” arccosz 3 | 1 本 | 有 
T= lim | 一 二 arccos 了 = 一 . 
|_ 1 Vi—z2 6—0+0 2 一 1 十 6 2 
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例 8.3.2 ”计算 瑕 积分 [ ln xdz. 
:0 
解 “容易 看 出 z 二 0 是 瑕 点 . 利用 分 部 积分 法 得 


1 1 
i 1 
/ Inxzdz = lim rlnz|, 一 | dz 一 一 


pe 
例 8.3.3 ”讨论 瑕 积分 / By 的 敛 散 性 . 
解法 1 当 p 二 1 时 


|; dx b—é 
厂 产 b—z ;=p / b—z sa In(b— 2)]| 


— sim ln —a)—lnd|= 


Fs = lim | 
(一 了 JP 5 一 0+0 (b— zz) 
b—# 
— lim 一 -一 一 bp— lp 
ss0t01 — 7) a 
_ nll—p 
Ca) p=1, 
十 Ce， D> |. 


因此 厂 二 至 = 当 p < 1 时 收敛 ， 当 p 宛 1 时 发 散 . 
解法 2 ne 以 下 办 法 来 讨论 fe By -的 敛 散 性 . 作 


RA 
一 2 b—a 


十 oo, 并 且 
dz 


, =tidr, dx = tdt. 
(b— 7) 


dt = 
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6 
将 它们 代入 / By; 得 


/” dz 0 Wl 
| pp wat= t2—P 
本 ” dr 
由 无 穷 积 分 的 结果 知 , 当 2~p> 1, 即 p<1l 时 ，/ 7 收敛: 
习 (b 一 了) 
当 2 -~ p<1 即 p>1 时 , / 二 必 让 上 5 发 散 
一 般 来 说 , 通过 类似 于 上 述 解 法 2 中 的 变换 , 一 个 瑕 积分 总 可 以 
转化 成 一 个 无 穷 积 分 . 另外, 一 个 无 穷 积分 fi z)dz(a > 0) 通过 


变换 xz 二! 二 可 以 化 为 /3 3 /( = dt, 因此 一 个 无 穷 积 分 就 有 可 能 化 成 
一 个 定 积分 或 者 瑕 积分 
8.3.2 ” 瑕 积分 敛 散 性 的 判别 法 


对 于 瑕 祝 分 的 伍 散 性 的 判定 , 一 个 方法 是 将 其 化 为 无 穷 积 分 来 讨 
论 . 但 有 时 由 于 化 成 无 穷 积 分 后 被 积 函 数 会 更 加 复杂 ,因此 我 们 需要 
讨论 直接 从 瑕 积分 本 身 来 判定 的 方法 .以 下 我 们 列 出 函数 f(x) 在 区 
间 [a, 59] 中 仅 有 瑕 点 b 时 瑕 积分 的 有 关 判 定 定 理 , 其 证 明 则 留 给 读者 . 
因此 , 在 本 小 节 中 , 定义 在 [a,5) 上 的 函数 f(z), g(z) 等 , 总 假定 b 是 它 
们 的 瑕 点 , 并 且 它 们 在 [a,b) 的 任何 子 区 间 上 可 积 . 另外 , 我 们 要 指出 
的 是 , 对 于 焉 积分 , 同样 有 绝对 收敛 、 条 件 收 全 等 概念 和 相应 的 结论 . 


nb 
定理 8.3.1 ( 柯 西 准则 ) ” 瑕 积分 / f(z)dz 收敛 的 充分 必要 条 件 
是 : 对 于 Ye>0.36>0. 当 0<<6 <8 <6 时 ,有 


b.— Ld 
] | f(x}dz 
b—o’ 


定理 8.3.2 ” 设 非 负 函 数 f(x),g(z) 在 区 间 [a,5) 上 满足 : 存在 正 


< E. 
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常数 c1, cz, 使 得 当 x E60 一 60,5)(0 <60<b 一 a) 时 ,有 
c1f (x) < c2g(7); 


则 b b | 
(1) 车 / g(z)dz 收敛 , 则 / f(z)dz 也 收敛 


6 百 
(2) 车 / f(z)dz 发 散 , 则 / glz)dz 也 发 散 


推论 ” 设 非 负 函 数 f(x), g(x)(g(z) 冯 0) 满足 
f(z) 


pay og(z) 
则 | 
pb b 
(1) 当 0<1i<+o0 时 , / f(z)dz 与 / g(x)dz 同时 收敛 或 同时 
发 散 
b 
(2) 当 【=0 时 , 括 / g(z)dz 收敛 ， 则 | f(x)dz 收 化 : 
b 
(3) 当 1 = +oo 时 , 车 / g(z)dz 发 散 , 则 / f(z)dz 发 散 
同样 , 对 于 瑕 积分 , 我 们 也 有 一 些 “ 标 准 函 数 ” 供 其 他 函数 来 比较 ， 
] 


如 yr 
网 8.3.4 ”讨论 现 积 分 [os 一 <2 一 的 敛 散 性 


解 ep z 二 土 1. 由 于 


] ] 
1 CB 1 
ee op eu : l 9p’ 
(1 — 2)? (1 十 Z)z 


因此 可 知 , 当 p < 1 时 , 瑕 积分 收敛 ; 当 p > 1 时 , 瑕 积分 发 艇 . 
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对 于 瑕 积分 , 我 们 还 有 以 下 的 判别 法 . 

定理 8.3.3 ( 狄 利克 雷 判 别 法 ) ” 设 函 数 f(z),g(z) 在 区 间 [a, 5，) 
上 满足 下 述 条 件 ; 

(1) 3M > 0, 使 得 对 于 v5 > 0, 有 


b—8 


(T)dr| < M, 


(2) g(z) 在 [ob 上 单调 , 其 lim 9(z) = 0， 
则 瑕 积分 [ f(z)g(z)dz 收敛 


定理 8.3.4 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 设 函 数 f(z),g(zx) 在 区 间 [a,b) 上 
满足 下 述 条 件 : 


D / “f(z)dz 收 化 

(2) or 在 [a,b) 上 单调 有 界 ， 
则 瑕 积分 f(z)g(z)dz 收敛 . 

例 8.3.5 ”讨论 广义 积分 [i mdL 十 21dz(a eR) 的 敛 散 性 . 

解 本 林产 吕 各 入 不 忆 是 一 下 天 出 积 帮 而 且 当 a > 1 时 , 还 有 
一 正点 z = 0. 为 了 讨论 该 广义 积分 的 敛 散 性 , 我 们 必须 分 别 讨论 

1/ a 1/ DD), 

的 敛 散 性 ， 


当 z 一 0 二 0 时 , 我 们 有 
In(1 + x) 1 
To 和 
1 几 1 
因此 , 当 a < 2 时 三思 呈 十 习 gz 收 敏 | 当 w > 2 时 ,0 一 dr 
0 rT 


习题 八 


当 z 一 二 oo 时 , 如 果 a < 1, 则 有 


In(1+ 2) 


lim -一 二 一 = lim ln(l 十 2Z) 王 
T+ 二 0 工 一 十 G9 


十 Go ,] -oo a 
由 于 | 。 和 发 艇 , 因此 有 /。 二- 二 dz 发 散 
/1 . 了 T 
当 a > 1 时, 取 a 使 得 1<a'<a, 则 有 


In(1l 十 并 ) 
区 一 十 oo 1 T+ 十 DO TO 
er 


于 | 2 <2 收敛 从 而 人 dz 收敛 


ll7 


因此 ， pa ads 当 a<1 或 a>2 


时 三 dz 发 散 


习 题 八 
1. 计算 下 列 无 穷 积 分 : 


To nz te ydz ee 
(1) / CT 二 有 5dz; 2/ [22 Faz)¥ (a #0); 


和 四 /so arc iy 


| "二 Oo dz 
5) | ra 
2. 讨论 下 列 无 穷 积 分 的 钱 敌 性 : 


T4173++1 


十 ce coin P 十 co .2 
1) 上 Sinz |. (2) 1/ 7? + 100z + 1000 
:0 
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(3) 太 


"二 oe 
(5) / re rrdz (a 2 0,8 > 0): 
0 


Sh 六 
dz (p > 0): (0 | Tz (p> 0,9> 0) 


(6 三 z(1 一 COS =-) dz (a > 0): 


+oo 
(7) / In (cos= + sin? =)dz (p > 1) 
3. 讨论 下 列 无 穷 积 分 的 收敛 性 与 绝对 收敛 性 : 


sinz To cogz 
(1 ff- Tide; o) / 一 dz (a > 0); 
z sinz  ， 时 全 
(3) 机 本 en (4) [is 


Tn TT% sinz 
4. (1) 讨论 无 穷 积 分 / 2 gy 与 pr i ET 的 收敛 性 
与 绝对 收敛 性 ; 
cosz | 六 Sinz 
5. 设 | 是 (一 00, 十 oo) 上 的 非 负 函数 , 且 在 任何 有 限 闭 区 间 上 
可 积 . 证明 ”f(z)ds 收 全 的 充分 必要 条 件 是 VP. ”f(z)az 收 


全 
6. 指出 下 述 计算 中 的 错误 : 


"1 1 i "| 
dz 1 
一 1 1 二 三 ( 3 本 / 


其 中 = 
i# 没 函数 Flz) 与 g(z) 是 [0,+oo) 上 单调 下 降 的 连续 正 函 数 , 并 


用 /人 f(x)dz 与 1 ofzjdz 发 散 . 记 hz) = min{f(x),g(zx)}(z e 


0, too)) 试问 太 h(z)dz 是 否 必定 发 散 . (说 明理 由 ) 
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8， 妈 图 数 f(z) 在 [0, 十 cco) 上 可 微 , 其 导 函 数 f(z) 在 [0, 十 o0) 
上 单调 上 升 ， 并 且 ,lim 了 (XY) = 十 oo; 再 设 g(x) 在 [0,+oo) 上 连 


续 , 并 且 存 在 M > 0, 使 得 对 于 YX > 0. 有 |/ 5 g(xz)dz| < 
明 太 g(f(z))dz 收敛 

9. 放 f(z) 是 (00, 十 cc) 上 周期 为 2r 的 连续 函数 , 且 广 i 
0. 证 明 : 对 于 Ya > 0, 无 穷 积 分 广 z jzjdz 收敛 . 


10. 设 函 数 f(z) 在 [0, +oco) 上 一 致 连续 有 无 为 积分 Hid 
收敛 . 证 明 ,lim f(z)=0. 


11. 设 函 数 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 单调 ， 并 且 无 穷 积 分 /7 
收 伍 . 证 明 ,lim Tf (7) = 0. 


12. 设 函数 F(z) 在 [0, +ecc) 的 任何 有 限 闭 区 间 上 可 积 , 并 且 Frz) 
的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变 换 


M. 证 


十 6 
L(s) -|/ e “f(z)dt 
在 s = so 寡 0 时 收敛 . 证 明 L(s) 在 s > so 时 也 收敛 . 

13. 该 国 数 f(z),g(zx) 在 [0, +oo) 的 任何 有 限 闭 区 间 上 可 积 , 并 且 
f(z) < g(z),Vz e [0, +o0); 再 设 无 穷 积分 1 f(z)dz 条 件 收敛 . 证 
明 无 穷 积 分 太 jg(z)ldz 发 散 

14. pe ent 


of CE (2) / A 
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B) /zy 
5) 三 旦 Inz ] 


a 
dr 
h sim 人 


(2) | 


yt (4) / Zn ln™ rdz: 
0 


dx 


0 Sin? Tcos& 7 


(3) 人 n(n =-)] dz (p > 0); 


(4) | mmzrdz (p > 0); 


(a > 0,6 > 0): 


和 
0 一 一 一 (7; 
Dh rd 


a i B>0;  @/ de 


十 ce (e# 一 )a 
(3) / es (4) [ Tsinezdz: 
mn ( 0 
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17. 讨论 下 列 广 soot 与 绝对 收敛 性 : 
十 oo 
(1) | InzlP ST dz: (2) [- nt 


(3) 四 dz (4) /人 dr 
18. 证 明 下 面 的 等 式 成 立 (其 中 nn A 

十 De oo 
(1) / Te dr C= nl: (2) 三 -dz 一 ry 


19. 设 函 数 g(x) 在 (a,9] 上 连续 , g(x)(z 一 a)? 在 (co 下 单调 荐 
是 lm glz)(z 一 oj? = 0 证 明 瑕 积分 / (zjsin 一 一 dz 收 人 

20， 充 f(z) 在 (0, 1] 上 有 定义 , 且 对 于 V6 > 0, 了 (x) € RI6,1], 
再 设 下 积分 /=*J(ajdz 在 s = so 时 收敛 证明 / f(z)dz 对 一 


切 s> so 都 收敛 . 
21. 设 函 数 f(z) 在 区 间 (0,1] 上 单调 , 并 且 积分 上 f(z)dz 收敛 
0 


| lo/k 
人 fer = mf (1) 
0 kK 二 1 
如 果 去 掉 f(z) 在 区 间 (0, 1] 上 单调 这 个 条 件 , 问 : 以 上 结论 是 否 还 一 
定 正确 ? 卫 
22. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a, +oo) 上 单调 , 并 且 / f(z)dz 收敛 
证 明 : 


+ec 
im f(x)sin AZzdr = 0. 
一 Do 


23. (1) 设 函 数 f(x) 站 [0, 二 co) 上 连续 , 并 且 a = ,lim f(z). 证 
明 : 对 于 0<a<b, 有 


太 ed a dd .OE 1 MS 
0 Ip 
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(2) 设 函 数 f(z) 在 [0,+oo) 上 连续 , 并 且 无 穷 积 分 / LE)s 
收敛 . 证 明 : 对 于 0<a<6, 有 


十 oo f 四 大 一 省 
1/ Mer) = Pos) a = jn 


(3) 设 函 数 f(z) 在 (0,+oo0) 上 连续 , 并 且 lim f(z) = a( 常 数 )， 
胡 积 分 / mdz 收敛 证明: 对 于 0<a<b 有 
[- 和 一 f(T) 


ee 
0 bb 


(4) 用 以 上 结果 计算 下 列 广义 积分 : 


TO cosazr — cosbr rT ee 一 az 一 一 2 
| 一 一 一 dz 和 一 一 一 d42. 
0 


24， 设 函数 f(x) 在 [0,+oc) 上 单调 , g(z) 关 0 是 (-oo,+co) 上 
以 7 > 0 为 周期 的 连续 函数 证明: 无穷 积分 ”f(z)dz 收 伍 的 
分 必要 条 件 是 无 穷 积分 / plz)jo(z)ldz 收 化 

25. 设 非 负 函 数 f(z) 在 fa, 十 cc) 的 任何 有 限 子 区 间 上 可 积 , 且 无 
为 积分 | “f(z)dz 收 敏 .试问 : 是 否 三”72(zjdz 必 收 化? 


26， 设 函数 f(z) 在 (0, +o0) 的 任何 有 限 子 区 间 上 可 积 , 且 极限 
lim f(z) 存在 . 证 明 : 对 任意 的 0 < a < b,c > 0, 瑕 积分 


[ {fe 
| 


收敛 
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无 穷 级 数 的 理论 具有 和 悠久 的 历史 , 许多 有 趣 的 数学 问题 与 它 有 关 
系 , 在 日 常生 活 中 我 们 也 常常 会 遇 到 与 它 有 关 的 问题 . 如 在 古代 人 们 为 
了 计算 圆 的 面积 , 用 圆 内 接 正 多 边 形 的 面积 来 和 逼近 圆 的 面积 , 该 过 程 实 
际 上 就 是 通过 一 个 无 穷 级 数 的 部 分 和 序列 来 求 得 圆 面 积 具 有 任何 精度 
的 近似 值 . 男 外 , 无 穷 级 数 中 有 许多 研究 技巧 与 方法 , 在 许多 学 科 中 也 
有 看 广泛 的 用 途 . 当然 , 若 仅仅 限于 以 上 这 些 因素 , 无 穷 级 数 未 必 能 成 
为 数学 分 析 谍 程 中 专门 讨论 的 一 个 对 象 . 我 们 在 数学 分 析 中 研究 无 穷 
级 数 , 最 主要 的 原因 还 是 它 对 函数 的 研究 起 着 重要 的 作用 . 在 本 书 的 
后 续 章 节 中 可 以 看 出 这 一 点 . 


89.1 数 项 级 数 的 基本 概念 


人 们 为 了 拓 广 函数 类 , 很 原始 的 想法 是 将 无 穷 多 个 函数 相 加 起 来 . 
我 们 注意 到 无 穷 多 个 函数 相 加 时 , 对 定义 域 中 国定 的 每 一 点 来 说 , 也 就 
是 无 穷 多 个 数 相 加 , 因此 必须 先 研 究 形 如 


十 oo 
al 十 … 十 an 十 … 全 》an (9.1.1) 
访 一 1] 


的 和 式 . 另外 , 在 许多 实际 问题 中 , 我 们 也 会 过 到 类 似 的 和 式 , 如 大 家 
在 中 学 学 过 的 等 比 数列 的 和 等 . 在 学 习 序 列 极限 时 , 我 们 也 曾 直 到 过 
形 如 

pn 二 1 十 3 十 十 … 十 二 ， n = 1,2,.… 


IT 1 
tn 一 1 十 二 十 二 


D3 a 十 "十 了 5， 也 一 ,2 …， 
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十 De 
的 序列 . 读者 不 难 发 现 , 对 n > 1, zw 其 实 就 是 和 式 》` 的 前 n 项 之 


k=] 


十 De 
和 ; 而 对 n> 1,yn 则 是 > 二 的 前 n 项 之 和 . 通过 前 面 的 学 习 我 们 已 
天 一 工 
经 知道 ,lim zn = +00, 而 ,lim yn 是 存在 的 . 因此 我 们 很 自然 地 就 
. Too 、 十 oe 1 十 上 ] | 
侈 入- 是 发 散 的 ， 而 而 是 收 钱 的 ， 且 之 .而 一 lim yn 


十 


9.1.1 数 项 级 数 的 基本 概念 
设 a1,a2,… ,an… 为 一 个 序列 , 我 们 称 
1 十 0 十 "生生 
为 一 个 数 项 级 数 (简称 级 数 ), 记 为 a, 其 中 (tn = 1,2,.…) 称 为 级 


人 一 了 


数 的 通 项 , 并 称 5, = > ak(n 一 1,2,….) 为 级 数 的 前 n 项 部 分 和 , 而 


k=1 


称 {5%} 为 部 分 和 序列 . 
十 oo 
定义 9.1.1 设 》,oan 是 一 个 数 项 级 数 . 如 果 它 的 部 分 和 序列 {Sn} 


十 So 二 CO 
的 是 收敛 的 , 即 im 5w 存在 , 则 称 级 数 》 on 收敛, 并 且 记 》 an - 

n=] n=1 

十 ee 


T=] 


十 oo 
散 序列 , 则 称 级 数 》 ov 发散 . 特别 地 , 若 lim Su = ce(+co), 我 们 也 


十 De 
称 》 an 发 散 到 oo( 土 oo). 
n=] 


从 以 上 定义 知 , 级 数 的 敛 散 性 本 质 上 可 以 归结 到 序列 的 伍 散 性 . 但 
我 们 以 后 会 发 现 , 对 级 数 的 研究 有 许多 特别 的 工具 与 方法 , 似乎 这 些 工 
具 与 方法 不 太 容 易 直 接 从 序列 的 研究 中 得 到 . 
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例 9.1.1 对 ge 了 慌 , 形 如 


十 oo 
P=1+g+ + (9.1.2) 


的 级 数 称 为 等 比 级 数 (或 几何 级 数 ). 试 讨 论 该 级 数 的 伊藤 性 . 
解 ” 对 于 vn e N, 该 级 数 的 前 n 项 部 分 和 为 


nh 1 _ on 
=2.4 = (1 
Ek=1 


q 
当 la| < 1 时 , 我 们 有 lim Sn(q) = 一 一 . 因此 此 时 级 数 (9.1.2) 
收敛 , 并 且 有 , 
>a = 


当 dg = 一 1 时 , 5%( 一 1) = Ss 显然 lim Sn(g) 不 存在 . 
十 oo 
此 此 时 级 数 (9.1.2) 发 散 , 即 》 (-1" :发散 . 


当 g==1 时 ,有 5n(1) =n (n=1,2,…), 因 此 lim 5.(1) = 
从 而 此 时 级 数 (9.1.2) 发 艇 . ; 

当 |q| > 1 时 , lim $n(9) = lim 2 = co, 因此 此 时 级 数 (9.1.2) 

所 以 当 |g| < 1 时 , 等 比 级 数 (9.1.2) 收敛 ; 当 |q| 2 1 时 , 级 数 (9.1.2) 
发 散 . 特别 地 , 当 g < -1 时 , 级 数 (9.1.2) 发 散 到 co; 当 g > 1 时 , 级 
数 (9.1.2) 发 散 到 二 oc. 

例 9.1.2 ”对 固定 的 no € N, 证 明 数 项 级 数 Dt 收敛 ， 


‘n(n 十 no) 
并 求 其 值 . 
解 ” 对 于 vn es N, 该 级 数 的 前 ”项 部 分 和 5, 可 以 表示 成 


e 1 -1 7 1 
Dr i es Fi 


| nn 1 十 mD 4 
(9 1 ] 
一 一 SF >》， a 2 大 
nio ri Ek 二 no 二 1 Na 
Tj | 
J 0 =n 二 1 
得 于 中 十 爷 
| i a 1 Tt0 
Pn = 0 (7 一 00), 
0< 一 》， Et ( ) 
kk 二 Tt 十 1 
十 Go 1 并 
一 并 且 
因此 aj 收 丝 
十 ee | TLN 1 
》 一 = lim 5 = 一 》 7. 
n(n 二 Tn0) no0 ni0 全 k 


二 
例 9.1.3 证 明 一 二 e, 并 证 明 e 是 无 理 数 . 
n= 


证 明 人 记 5n = 5 Hn = 1,2,.…)， 对 任意 固定 的 n> 1 任 
k=0 
取 上 >>n, 有 


e > (E> > t+1+ 汕 (I)++ 二 i (1 | (1- ee) 


在 上 式 中 令 k 一 oo, 得 


1 | a l 从 号 
oa el 


1 nl + 1 1 
PE | | “二 1 < e， 
(1+37) <1+1+ 页 + 页 + +m 


十 oo 
得 lim Su = e 由 级 数 收敛 的 定义 知 s= > 一 TT 


几 一 蝇 
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对 任意 正 整 数 n,m, 有 


0 < Shim — Sn 

1 1 1 

-a mr mrtm 

< 了 | 0 ES 

nl ntl (n+1)? (n+ 1)m-1 
] n+l 
nl ni 

在 上 式 中 国定 n, 让 m 一 +oco, 得 
0<e-Sn < 一 er (9.1.3) 
7 站。 Tt 


从 上 式 我 们 容易 推出 e 是 无 理 数 . 事实 上 , 若 e 是 有 理 数 , 则 存在 婚约 
正 整 数 p,g, 使 得 e = 本 取 定 n > max{2,p} 十 1 在 (9.1.3) 后 一 不 等 


式 的 两 边 乘 上 (n 一 1)!, 则 其 左边 是 一 个 正 整数 , 而 右边 是 一 个 真 分 数 . 
此 刻 慎 便 证 明了 e 是 一 个 无 理 数 . 

在 第 一 册 里 , 我 们 曾 利用 指数 函数 ez 的 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公 
式 证 明 过 e 是 无 理 数 . 在 这 里 , 我 们 仅仅 利用 数 项 级 数 收敛 的 定义 就 
证 明了 该 结论 . 

关于 数 项 级 数 我 们 有 以 下 简单 的 性 质 , 其 证 明 作为 练习 留 给 读者 . 

性 质 9.1.1 ”改变 数 项 级 数 有 限 项 的 值 后 得 到 的 新 级 数 与 原 级 数 


化 散 性 相同 
性 质 9.1.2 ”对 于 任意 常数 上 六 0, 数 项 级 数 》 oa, 与 》 kan 的 
敛 散 性 相同 /NE 


十 Po 十 ee 
性 质 9.1.3 ” 设 a 6 e RR, 数 项 级 数 y va, 和 》 6b。 都 收敛 , 则 数 


=] 也 一 上 


十 oo 
项 级 数 》 (aan + Bbn) 也 收敛 , 并 且 成 立 下 述 等 式 : 


和 二] 
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Po 十 em oo 
D(aan + Bbn) = ay》 an 二 BY _bn. 
7 二] 


=1] Tt 二 1 


十 oo 
在 性 质 9.1.3 中 , 特别 地 , 当 8 = 0 时 , 对 于 收敛 的 数 项 级 数 》、an， 
有 元 三 ] 
十 6 十 oo 
>》 aan =— a 》 an (a E 区 ). 
二 和 二] 
9.1.2 ” 柯 西 准则 


对 于 很 多 数 项 级 数 , 并 不 能 简单 地 计算 出 它 的 部 分 和 , 因此 很 难 从 
定义 来 判别 其 敛 散 性 , 从 而 我 们 必须 直接 从 数 项 级 数 的 本 身 来 研究 它 
是 否 收敛 . 在 下 面 的 两 节 中 我 们 将 详细 地 研究 这 个 问题 . 在 这 里 , 我 们 
根据 数 项 级 数 伍 散 性 的 定义 , 给 出 以 下 判别 级 数 收 敛 的 柯 西 准则 . 


十 oo 
定理 9.1.4 ( 柯 西 准则 ) ” 设 》`o 是 一 个 数 项 级 数 , 则 它 收敛 的 


广 一 了 
充分 必要 条 件 是 : 对 于 ve > 0, 3N > 0, 当 n>m > N 时 ,有 
站 
>》 Lk = |amii 二 Gmi2 十 … 十 an| < EE, 
k=m+1 


此 定理 的 证 明 可 以 从 数 项 级 数 收敛 的 定义 直接 推出 , 故 省 略 
专 数 项 级 数 汪汪 收敛 , 由 柯 西 准则 , 对 于 ve > 0, 3N > 0, 特别 
地 取 nn 一 1 > N 时 ,我 们 有 |as| < < 从 而 我 们 有 下 面 的 重要 结论 
推论 ” 设 a 是 一 个 数 项 级 数 , 车 它 收敛 , 则 必 有 
0 


十 Do 
显然, 推论 的 道 命 顾 是 不 成 立 的 , 如 级 数 》 = ( 称 为 调和 级 数 ) 是 
n=1 
发 散 的 , 但 是 有 dim > =0. 


89.2 正 项 级 数 129 


十 oo 
例 9.1.4 ”证 明 数 项 级 数 》 mln (1 + 二 ) 发 散 
证 明 ”由 于 | 


. ll . 1l\ 7 
lim nln (1 十 二 ) = lim In (1+=) EL 
由 一 Co I 全 一 De 7 


因此 由 定理 9.1.4 的 推论 即 知 , 该 数 项 级 数 是 发 散 的 . 
十 Do 
例 9.1.5 证 明 : 当 a 关 kn(k Ee Z) 时 , 数 项 级 数 》 sin na 发 散 . 


i | 


十 Be 
证 朋 俏 乔 >》 sin na 收敛 , 由 推论 9.1.5 知 lim sin na 二 和， 出 


n=] 


于 对 vn es N, 我 们 有 
sin(n + 1)a = cosasinna 十 cosma sin a， 


因此 我 们 推出 im cosS no = 0. 显然 这 与 恒等式 sin* ma 十 cos2na 一 1] 
十 oo 
政 盾 . 因此 数 项 级 数 > sin ne 发 散 . 


nt 三 ] 
89.2 正 项 级 数 
9.2.1 ”比较 判别 法 


十 oo 
对 于 数 项 级 数 ,a 而 言 , 与 无 穷 积 分 一 样 , 也 有 绝对 收敛 和 条 


件 收敛 的 概念 
定义 9.2.1 设 》an 为 一 个 数 项 级 数 ， 如果 》 |an| 收敛 , 则 


二 1 nh 二 | 
十 oo 十 ce 十 oo 十 Do 
称 Yan 绝对 收敛. 如 果 am 收 伍 ， 但 2 lan| 发 散 ， 则 称 》 an 条 
n=]1 nn 二] nt 二 1 二] 


件 收 全. 
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十 ce 十 ee 
由 柯 西 准则 及 三 角 不 等 式 易于 推出 : 车 》 an 绝对 收敛 , 则 》 an 


7 一 | 屹 一] 
必定 收 令 . 
由 定义 9.2.1 可 看 出 , 一 个 级 数 是 否 为 绝对 收敛 的 问题 可 以 转化 为 
所 谓 的 正 项 级 数 的 伊人 散 性 问题 . 


ee 
定义 9.2.2” 设 》 an 是 一 个 数 项 级 数 . 若 对 于 Yn e N, 有 an > 


7 二 1 


0, 则 称 5 an, 为 一 个 正 项 级 数 


性 一 | 


对 于 正 项 级 数 , 以 下 结论 是 显然 的 . 
十 DO 
定理 9.2.1 ” 设 》 an 为 一 个 正 项 级 数 , 则 它 收敛 的 充分 必要 条 


T= 1 


十 Do 
件 是 它 的 部 分 和 序列 是 有 界 的 . 如 果 》 `an 发 散 , 则 它 必 发 散 到 +oo， 


nn 二 1 


判别 ai 比较 判别 法 
定理 9.2.2( 比 较 判别 法 ) 设 Dn 与 Sb 为 两 个 正 项 级 数 


三] = 


clca 是 两 个 正 数 . 若 存在 We N, 当 n>NN 时 ， 有 
clan < C2bn, (9.2.1) 
则 
十 oo 十 oo 
1) 当 》 bn 收敛 时 ，》_an 也 收敛 
n=1 n= 二 1 


十 Go 十 ce 
2) 当 Man 发散 时 ，》 bn 也 发 散 
n=] n= 三 1 


证 明 ”因为 一 个 级 数 改 变 有 限 多 项 的 值 后 得 到 的 级 数 与 原 级 数 
具有 相同 的 敛 散 性 , 因此 不 妨 设 (9.2.1) we n 之 1 都 成 立 . 


对 于 me N, 分 别 记 Sn 和 5/ 为 > os 和 Dh 的 前 n 项 部 分 


二] 多 二 ] 
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和 , 则 由 (9.2.1) 式 有 


C1 On < c29， [人 


1) 当 各 风 收 敏 时 , 由 定理 9.2.1 知 , 3M > 0, 使 得 对 于 w EN 


二 1] 
有 
S” <M. 
因此 , 对 一 切 ne N, 有 
9 < 2M 
C1 


十 0 
由 定理 9.2.1 知 ， pe 也 收敛. 


nt 二] 


十 ee 
(2) 当 》 "an 发 散 时 , 有 Sn +oo, 从 而 有 


n=] 


。 Cl 
lim 5， > lim 一 9 = 十 co. 
放 一 + DO n+00 Ca 


十 Ce 
因此 》 bu 也 发 散 . 


由 极限 的 保 号 性 及 定理 9 2.2 我 们 有 以 下 的 推论 
十 Co 十 ee 
推论 。” 设 正 项 级 数 yo 和》 bn(ba 天 0,Vn e N) 满足 


1 二] 已 一 1 


则 
十 ee 十 De 
(1) 当 0<1< +oo 时 ,》an 和 》 bn 具有 相同 的 敛 散 性 ; 


三 ] n=] 


十 co 十 oo 
(2) 当 ! = 0 时 , 者 > Dr 收 敏 , 则 >》 an 也 收敛; 


t=] T=] 
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十 Doc 十 Do 
(3) 当 1! = +oo 时 , 若 》 bn 发 散 , 则 》 an 也 发 散 . 


几 一 ] 中 一 ] 

例 9.2.1 证 明 : 正 项 级 数 3 当 p < 1 时 发 散 , 当 p > 1 时 
收敛. 

证 明 当 p=1 时 ,我们 已 经 知道 > `- 是 发 散 的 . 当 p < 1 时 ， 
对 于 wn > 1, 有 二 < 二 , 因此 Sl 发 散 ， 

n nr ome . 
为 了 证 明 上 当 > 1 时 收敛 , 我们 首先 注意 到 以 下 简单 事实 
n=1 


十 oo 
因为 一 个 正 项 级 数 》 a 的 部 分 和 序列 {Ss} 是 单调 上 升 的 , 因此 若 


Nn 二] 


十 oo 
它 有 一 个 子 列 是 有 界 的 , 则 》 on 必 收敛 
Ti 一 ] 
注意 到 { 二 } 是 一 个 单调 下 降序 列 , 对 于 Vk < N, 我 们 有 


Go 2 ] 1 ] ] 
28+1 一 1 一 + (元 二 机) +( 志 + 十 志 ) 上 + 
+ | | 
(2*)P (2*+1)r (2 ~ 1)? 
1 2 ] 大 1 
a 1 
和 D(1 一 D) 
= >》 2 ~ oI-p- 
j=0 


十 De 
上 式 说 明 , 当 p > 1 时 , 》 一 的 部 分 和 序列 {3%} 的 子 列 {Sax+h 1]} 


7 三 ] 


有 界 , 因此 该 级 数 是 收敛 的 
在 正 项 级 数 敛 散 性 的 讨论 中 , 几何 级 数 》 qn 与 二 是 两 个 党 


三 1 
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用 的 参考 级 数 . 不 仅 许 多 其 他 的 级 数 第 用 它们 来 作 比 较 , 而 且 很 多 判 
别 法 也 是 建立 在 这 两 个 级 数 的 基础 上 的 . 
例 9.2.2 说 让 =1,F2=2,m,= Fi+ Fn_2n = 3,4,…), 证 


明正 项 级 数 了 二 收 全 


证 明 ”对 于 n=1,2,…, 记 5 = 人 元. 对 任意 对 > 3, 我 们 有 
ee 


Fn_» < FPF, _1 < Fn_2, 


寻 此 有 , 。 
pn > Fn_1 十 Dfn-1= 5 nl 
利用 上 陈 容 多 看 出 
同时 我 们 还 可 以 推出 
“| 
万 3 一 Fl 
即 
EE 
后 ， 一 1 <5on 一 了 a Fn 
将 上 式 化 简 得 


十 oo 
因此 》 去 收 全 
n=1] 


例 9.2.3 试 讨论 数 项 级 数 yn cos — 的 敛 散 性 . 


和 一 号 


解 记 an = Incos—, 则 ao, < 0. 由 


开 
ee = jn (1 十 cogs 一 一 1) 
nn 1 


Tt 下 
~ cos 二 一 1 一 7 (mn 一 oo 
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十 oo 十 co 二 
及 5 工 ; 收 敏 , 可 知 正 项 级 数 》 (- ln cos 工 】 收敛, 因此 原 级 数 收 
认 一 二 n= 二 1 
敛 . 
站 一 1 天] | 
例 9.2.4 ” 试 讨论 正 项 级 数 》， 1 一 ( ) (k > 0,p>0) 的 


n+l1 
敛 散 性 
解 记 on=| - (2 一 | (n= 1,2,.…) 由 
Cd ee 
_ [名 1- s+o(3)| 
-1- 一 +o(-) (mn 一 00) 


ee 世 to(2)| ~ EF (ns o0). 


nn 7 nnP 


二 © 十 oo 
由 比较 判别 法 知 , 当 p > 1 时 ， 5 Mans 收敛 ; 当 p < 1 时 , 》 `an 发 散 ， 


岂 王 二 入 一 
+oo mn- 

例 9.2.5 ”讨论 正 项 级 数 》 的 敛 散 性 
a nh 

解 ” 记 an = 2 (n = 1,2,…). 对 任意 n> 2， 我 们 有 


1 屹 一 芯 ] 人 1 一 2 
(1+3) (1+5) 
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其 中 b= 二 (n = 2,3,.…). 由 上 面 的 不 等 式 我 们 推出 


Cn Cr nl Un—2 U3 


Co Un—1] tn_2 Un—3 hip 
bn | bn_2 ba 
bi,—1 bn_a bn_3 bo 


bn 4 
bo 12 
因此 当 n > 2 时 , 有 
] 
Nn 二 5 a 
ry 


收敛 


en 


二 oo 
由 定理 9.2.2 知 》、 
nt=] 
9.2.2 ” 达 庆 贝尔 判别 法 与 柯 西 判别 法 
以 下 两 个 判别 法 给 出 了 从 正 项 级 数 》 an 本 和 号 的 性 质 来 判断 其 敛 


敬 性 的 方法 , 但 这 些 判 别 法 的 本 质 还 是 基于 将 正 项 级 数 与 几何 级 数 进 
行 比较 而 得 到 的 . / 

定理 9.2.3 ( 达 朗 贝尔 (D'Alembert) 判 别 法 ) 设 ) (an 天 
0,n = 1,2,…) 为 正 项 级 数 , 则 

(1) 当 Im —+ = 下 < 1 时， 有 收敛 ; 


(二 全 


入 一 外 
十 5 

(2) 当 lim 一 =r > 1 时 ,>》 an 发 散 
人 | 


证 明 我们 先 证 (1). 取 ri, 使 得 其 满足 了 <m < 1, 则 存在 N1 € 
N, 当 n> Ni 时 , 有 一 = < ri. 因此 有 
n—l 


Un Un—l1 QONI+1 
an 一 一 一 :一 一 :一 一 QN， 
Qn—l Qn—2 UN] 
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十 ce 证 
其 中 G1 = amrTma. 由 于 ~? 是 收敛 的 , 因此 由 定理 9.2.2 知 y an 


亿 一 二 nn 二] 
也 收敛 . 
现 证 (2). 取 ra, 使 得 其 满足 > > ra > 1, 则 存在 Na <e N, 当 交 > Na 
时 , 有 一 > ra. 因此 有 
nn.—1 
rn, Qn—l N21 
Qn 一 2 No 
(tin—1 Un—2 UN, 
> ry = Cors, 


十 ce 
其 中 Co = EDIT 3， 由 此 推出 im an 二 十 oo, 因此 >》 an 发 散 . 证 毕 . 


n=1 
对 于 vp > 0, 我 们 有 
] 
.+lP P 
TD) = 
np 


OD 
因此 用 达 朗 贝尔 判别 法 我 们 无 法 判别 正 项 级 数 》) 一 的 敛 散 性 . 换 名 
=] 
话说 , 当 定 理 9.2.3 中 的 > 和 了 等 于 1 时 , 达 朗 贝尔 判别 法 是 失效 的 
十 co hn 
例 9.2.6 试 讨论 正 项 级 数 》 一 的 敏 散 性 , 其 中 > > 0 
n=] 


nl 
解 对 于 Yn se N, 记 an = 一 二 , 则 有 


znti(n+t1)! 
el A Zn 十 工 ) 
Or 加 Tnl 本 ] 、 
nn @ 十 二 (n 十 1) 
村 有 


i oy 
| C 
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因此 由 达 朗 贝尔 判别 法 知 | 2 当 0<z <e 时 收敛 , 当 z > e 时 
发 散 
当 xz 二 e 时 , 由 于 
n+1)"”<en! (n> 1)， 
从 而 lim an 取 0, 因此 该 级 数 发 散 
定理 9.2.4 ( 柯 西 判别 法 ) ” 设 a。 为 一 个 正 项 级 数 , 记 


n=] 
im Van 一 1， 
则 

(1) 当 r7 < 1 时 ， 》ow 收敛 ; 

三 ] 

十 GO 
(2) 当 7+> 1 时 ， >》 an 发 艇 . 

n= 二 1 


证 阴 (1) 当 "< 1 时 , 取 " 满足 r < ri < 1 则 3NE N, 
加 n> Ni 时 ,有 Yai < 史 , 即 on < 车 . 而 玉江 收 化 ,因此 on 
收敛 的 

(2) 当 r>1 时 , 取 o 满足 r>ra>1l, 则 对 于 YN EN, 3n > N， 
使 得 Wan > ra, 即 ov > 吗 . 这 说 明 lim an 关 0, 因此 人 发 艇 . 
证 毕 . 

对 于 Wp > 0, 我 们 有 ,lim 外 古 == 1 因此 用 柯 西 判别 法 我 们 也 无 


+oo 
法 判别 正 项 级 数 》 -一 的 敛 散 性 . 换 句 话说 , 当 定理 9.2.4 中 的 7 为 1 


n=l1 


时 , 柯 西 判别 法 也 是 失效 的 . 
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从 理论 上 来 说 , 凡是 能 用 达 朗 贝尔 判别 法 来 判别 敛 散 性 的 正 项 级 
oo 
数 均 可 由 柯 西 判别 法 来 加 以 判别 . 事实 上 , 对 一 般 正 项 级 数 》 a(a > 
0(n = 1,2,.….)), 下面 的 不 等 式 总 是 成 立 的 : 


lm < ln Ran 所 im Wai 苹 lim au 


上 述 不 等 式 的 证 明 留 给 读者 . 
例 9.2.7 ” 试 讨论 正 项 级 数 > (wr /mR sin 3 的 敛 散 性 . 


解 ” 记 an = (wm (7 = 1,2,.…). 由 


ln nn 


1 ] 
isinl -ew — gin 一 
nL n 


lnn lInn 1 1、 
RE) 
7 外 nn nn 
Inn— 1 lnn 
=1+ 一 一 +o( 一 ) (mn 一 ooj 
nn Lf 
得 
总 一 二 jnny\1n 
一 一 +o( 一 
n 


) 一 十 oo (nn 一 00). 


Wa 一 1 十 


十 be 
由 柯 西 判别 法 知 Y`ov 发 散 


光一 


十 oo 
例 9.2.8 ” 试 讨论 正 项 级 数 》,C, 的 敛 散 性 , 其 中 


儿 一 ] 


(0<a<b<1). 


= nn 为 奇数 ， 
b3， nn 为 偶数 


解 由 于 
lim VCn < lim Vb# =bi < 1 
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十 De 
由 柯 西 判别 法 知 级 数 》 Cn 是 收敛 的 . 


二 1] 


注 ”注意 到 
2 
lim Cn+l 一 十 Co 
mL 一 co 【mn mL 一 oo nm 2 
而 到 十 过 
lim Ca lim 二 =- 二 0. 
和 一目 CC Th Ld bs 


因此 达 朗 贝尔 判别 法 无 法 判别 > c 的 敛 散 性 . 值得 注意 的 是 , 在 某 


n=1 


些 情况 下 , 用 达 朗 贝尔 判别 法 则 较为 简便 , 如 前 面 的 例 9.2.5. 
9.2.3 ” 拉 贝 判别 法 


十 ee 
以 下 我 们 考虑 以 》`an = yl > 0) 作为 比较 标准 时 的 判别 法 . 


名 一 1 n= 二 1] 


定理 9.2.5 ( 拉 贝 (Raabe) 判 别 法 ) 设 汪汪 为 一 正 项 级 数 . 


7=1] 


(1) 知 lim nm( 一 i 则 I > 收 和 
(2) 车 mn (a Es 过 则 >o 发 数 
证 阴 yg 1), 则 存在 所 二 当即 Ni 时 ,有 
Cr ] 
> 1 十 一 
Cnt+l1 


骨 取 7r2(r1 > ra > 1), 由 于 f(z) = 1+riz 一 (1 二 zx)”? 满足 f(0) = 0， 
且 jz)=m 一 ral1+z>-LI 在 z=0 的 茶 个 邻 域内 恒 大 于 0, 因此 存 
在 Na > Ni, 当 郊 > No 时 , 有 
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1] \"2 n+ 1)? 
>1+ > (1+=) ee 十 了) . 
7 人 ”2 


ntl 
上 式 等 价 于 
(n+ 1) an+l <n ?oan. 
因此 当 n> No 时 ， 我 们 有 
220N， CC 


Ln 
n 们 72 站 了 2 


(C - No ”aNn,). 


二 oo 
由 比较 判别 法 , 我 们 推 知 Ya 是 收敛 的 


(2) r' < 1, 则 存在 入 eeN, 当 n>>N 时 ,有 
| 
(nt1 nn nn 
因此 当 n> N 时 ,有 


nan < (n+ 1)anr1, 


进一步 我 们 有 ma。 > Nawn, 即 


Qn > 
十 oo 
由 比较 判别 法 , 我 们 推 知 De" 是 发 散 的. 证 毕 . 
例 9.2.9 讨论 正 项 级 数 > 26 由 的 仇 性 
解 ” 记 an = 二 则 有 


Gn 
(2n — 1)1 
On i (2n.)1! /2n+2 
n(n 1) (n+ | GS 
(2n + 2)!! 


nh 


人 -| ) 
nil 9 nn OO | 


四 1) 
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| (on — 1 
由 拉 贝 判别 法 知 , 级 数 》 on 发 散 . 
n= 二 1 


注 ”大 对 例 9.2.9 中 的 级 数 用 达 朗 贝尔 与 柯 西 判别 法 , 则 无 法 确 
定 该 级 数 的 合 艇 性 . 

从 定理 9.2.5 的 证 明 中 可 以 看 出 , 车 (2) 中 的 条 件 用 以 下 条 件 蔡 换 
其 结论 也 成 立 : 存在 Ne N, 当 n>NN 时 ， 有 nn( 一 -1) 有 下 

Cn 十 1 
细心 的 读者 不 难 发 现 , 以 上 的 一 些 正 项 级 数 判 别 法 实际 上 可 以 通 
十 oo 

过 几何 级 数 或 级 数 》' 二 中 的 前 后 两 项 的 比较 找 出 规律 而 得 到 . 按照 
这 种 思想 , 读者 可 以 从 研究 其 他 的 “标准 级 数 ” 来 发 现 一 些 规律 从 而 找 
到 一 些 新 的 判别 法 

9.2.4 柯 西 积分 判别 法 


十 Do 
在 许多 正 项 级 数 》 an 中 , 序列 {an} 是 单调 下 降 趋 于 零 的 . {an} 


n= 三] 


作为 定义 在 正 整 数 集 N 上 的 一 个 函数 , 它 的 图 像 是 Ozy 平面 内 的 一 
个 点 集 . 任 取 一 个 [1, 十 co) 上 的 单调 下 降 连 续 函 数 f(x), 使 得 f(n) = 
an(n 二 1,2,:…) ( 见 图 9.2.1). 


9.2.1 


我 们 可 以 建立 如 下 级 数 敛 散 性 与 无 穷 积 分 敛 散 性 的 关系 . 
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定理 9.2.6 ” 设 函 数 f(x) 在 [1 +eo) 上 单调 下 降 趋 于 零 , 记 a = 
十 oo 
f(n)(n == 1,2,…), 则 正 项 级 数 2》 an 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 无 穷 积 


分 / 和 f(z)dz 收敛 . 
证 明 ”对 任何 正 整 数 n, 当 n< xz <n+1 时 , 有 
f (nt+1) < f(z) < fn), 
因此 有 


用 十 nt 十 1 n+1 
Un 十 1 一 | f(n 二 Lads < | f(x)dz < | . f(n}dz 一 Qn. 
对 上 面 不 等 式 关 于 n 求 和 得 


G0 nO 二 co | 十 eo 
>o</ far=5/ fdr< Do. 
二 2 ' nn 二] n= 二 1 


把 一 此 


十 co 十 oo 十 oo 十 ce 
因此 当 |。 f(z)az 收敛 时 ，y “on 有 上 界 f(z)az, 从 而 > or 
n=] 


十 oo oo 十 oo 
收敛 反之, 当 > an 收敛 时 ,无穷 积分 ”f(z)dz 有 上 界 》 an 


入 三】 


从 而 / “f(z)dz 是 收敛 的 . 证 毕 . 

在 广义 积分 中 , 我 们 讨论 过 以 下 积分 的 敛 散 性 : 
由 定理 9.2.6 知 ， 3 当 p > 1 时 收敛 , 当 p < 1 时 发 散 . 对 于 级 数 
和 = 1 时 , 对 任何 的 gq, 该 级 数 都 收 仇 ; 当 p = 1 时 ， 


n=1 


对 g > 1 该 级 数 收敛 , 而 对 其 他 的 情形 该 级 数 则 是 发 散 的 ， 
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值得 注意 的 是 , 对 于 正 项 级 数 
十 Ge 十 cc ] 


用 柯 西 判别 法 及 拉 贝 判别 法 都 无 法 判别 它 的 敛 散 性 . 
十 co 十 De 
例 9.2.10 设 正 项 级 数 >》 _an 收敛 ， we Tn 一 > jax (mn 2 1, 2， 下  )， 


亿 一 】 = 


十 Do 
证 明 : 当 p < 1 时 , 正 项 级 数 》 也 收敛 
n=1 ™ 


二 oo nl1 
证 了 明 妈 ao = 0, 并 记 5 = > 由 7, = 一 Dax (nn = 


也 一 | 
1,2,…) 及 lim yan = 5 知 , {rn} 单调 下 降 趋 于 零 , 因此 我 们 有 
kk 二 0 


二 和 之 T29 之 7T9 之 4 妆 


b 


Hr,>0 {n=1,2,...). 
注意 到 对 于 vn € N, 有 


一 人 kk dr dz 
》 7 五 < / pp 3 < 十 CO 
k=1 有 1vrke+l 
了 
因此 》 只 收敛 
nl ™ 


十 Se 
上 例 告诉 我 们 , 当 正 项 级 数 Jan(an > 0) 收敛 时 , 我 们 总 能 找到 


于 一 有 


十 oo 
另 一 个 收敛 的 正 项 级 数 》 bn, 使 得 lim -2 = +oo 


71 二 1] 


144 第 九 章 ” 数 项 级 数 


89.3 ”任意 项 级 数 
9.3.1 “交错 级 数 的 敛 散 性 


十 be 
对 任意 项 级 数 y`an 而 言 , 若 要 讨论 它 是 否 绝对 收敛 时 ,我 们 可 


三] 


以 转化 为 讨论 正 项 级 数 的 敛 散 性 问题 . 因此 对 于 任意 项 级 数 , 我 们 现在 
要 讨论 的 问题 是 如 何 判 定 它们 的 条 件 收敛 性 . 


二 oo 
数 项 级 数 Djan 收敛 的 一 个 必要 条 件 是 im an 二 0. 由 于 该 条 件 


t=] 


十 Do 
不 是 充分 的 , 因此 我 们 还 需 附加 一 定 的 条 件 才能 保证 》`av 的 收敛 性 
我 们 有 以 下 的 定理 . _ 由 
定理 9.3.1 ” 设 数 项 级 数 》 an 满足 条 件 : 


(1) im _ an = 0; 


二 Go 
(2) 存在 N e N, 使 得 在 》 Va 中 加 上 一 些 括号 , 并 且 在 每 个 括号 


人 一 二 


十 De 
中 的 加 数 个 数 < N, 得 到 的 级 数 Yix 是 收敛 的 ， 


此 一 


十 oo 
则 级 数 》 Man 收敛 


nh 二 1 


证 了 朋 记 5, = ak (n = 1,2,.…). 由 于 加 插 号 后 的 级 数 收敛 ， 


kk 二 1] 


因此 存在 {5%} 的 一 个 子 列 {Sn,} 是 收敛 的 . 对 任意 的 正 整数 n> ni， 
必 存 在 nx, 使 得 nj < n < mk+i, 因此 有 


N 
[Sn Sn | < lt 


j=1 
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j++N 


注意 到 n 一 oo 时 必 有 mx 一 co, 由 Jim >》 |ak| = 0, 我 们 推出 im Sn 
k=} 


十 oo 
存在 ， 即 >》 an 收敛 . 证 毕 . 


性 王 】 


下 面 我 们 来 研究 一 类 特殊 的 任意 项 级 数 一 交错 级 数 ， 设 {an} 
是 一 个 序列 ， 且 对 Yn & Na > 0, 我 们 称 级 数 ~(-1)"-!a。 或 


n=1 
十 0 
》_(-1)"an 为 一 个 交错 级 数 . 由 定理 9.3.1, 可 推出 下 面 重要 的 结论 
推论 ( 莱 布 尼 获 交错 级 数 判别 法 ) ” 设 fj 是 一 个 单调 序列 , 并 


且 lim an = 0, 则 交错 级 数 > 1)"-1an 收敛 


1 


证 阴 EN fo] PE 从 而 必 有 an > 0(n = 
2,.….). 显然 i 一 Qazk) 是 在 5 ~(_1)"-1a。 中 加 上 括号 后 得 到 


天 三 上 n=] 
的 正 项 级 数 . 记 该 正 项 级 数 的 前 n 项 部 分 和 为 5,, 我 们 有 
0 5 = (ai 一 Q2j 十 (aa3 一 Q4) 一 十 (aon_1 一 Qon) 
< Cl 一 (a2 03) (aa4 二 05) 3 (a2n—2 Q2n—1) 一 U2n 


< 01， 


因此 ee 1 一 Q2k) 收敛 . 由 定理 9.3.1 知 > 1)" an 也 收敛 . 


5 
注 “对 上 述 定理 的 证 明 略 加 分 析 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 ， 设 
{an} 是 单调 下 降 趋 于 零 的 序列 ， 则 对 任意 的 正 整 数 N， 以 下 不 等 式 


成 并: ， 
和 | >》 (-l)" -lanl < 
n=N 


男 外 , 我 们 今后 将 收敛 的 交错 级 数 称 为 莱 布 尼 世 交 错 级 数 . 
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例 9.3.1 试 讨论 交错 级 数 > 小 (p,q eR) 的 敛 散 性 


解 ” 从 上 节 知 , 当 p >1 对 于 Yq € 及 ,该 级 数 绝对 收敛 : 
当 p 二 1,g > 1 时 , 该 级 数 也 绝对 收 化. 


当 0<p<1 时, 对 于 vg ee 了, 我 们 有 lim = 0. 注意 到 
/ _ mn 一 co NP ln nn 
当 z 充分 大 时 , 有 
(PIs) = -pzrerilnraz- zone 1 


一 TP! In az( 一 十 一) <0, 


我 们 推出 , 存在 N EN n> NN, (is 和 因此 当 0 < 


p < 1 时 , 对 于 ae R, > 了 收 化" 显然 此 时 级 数 > 让 发 
散 , 从 而 原 级 数 条 件 收敛 . 

ww 1) (—1 

当 p=0 时, 》, = ] 
件 收敛 , 当 g < 0 发 散 . 

当 p < 0 时 ， 由 于 对 于 vg € 民 , 有 lim 二 co， 因 此 


lim, pia 


> 7 
9.3.2 ” 狱 利 克 雷 判别 法 和 阿 贝尔 判别 法 
十 6o 
如 同 广义 积分 一 样 , 当 数 项 级 数 具 有 形式 》 “anb， 时 , 在 一 些 条 件 


人 = 


下 我 们 也 有 相应 的 狄 利 死 雷 判别 法 和 阿 贝 尔 判别 法 . 
定理 9.3.2 ( 狄 利克 雷 判 别 法 ) ” 设 数 项 级 数 》 an 的 部 分 和 序 


二 ] 


列 1s 一 > | 是 有 界 的 , {bn} 是 单调 序列 且 lim bn = 0， 则 数 项 
| 
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十 cm 
级 数 》 anbn 收敛 


证 阴 由 {Sn} 有 界 , 存在 M > 0, 使 得 
Sn < n=) 
从 而 对 任意 的 正 整 数 ",p, 有 
Snis— Sn|< M. 
对 于 Ye > 0, 由 有 在 Ne 当 n > N 时, 有 


bn, | i 


i 
因此 当 n > N 时 , 对 任意 正 整 数 p, 利用 阿 贝尔 变换 ( 引 理 7.5.4) 得 
Th D np—1 
》, Qkbk| = [bntp(Sntp — Sn) 一 p23 (Sk 一 On) (Dk+1 一 bk) 
k=n 二 1 k= 二 n+1 
人 t 十 DD 一 ] 
< M {lomol+ D> horr — 
尺 二 十 1 
nn 十 Dp 一 1 
= Me +| > (bkt1 一 中 ) | 
kk 二 7 二 1 


< Mi{lbn+i|+2lbntp|} < Ee. 


由 柯 西 准则 知 Yanbn 收敛. 证 毕 


nt 二 1 


十 ce 
定理 9.3.3 ( 阿 贝尔 判别 法 ) ” 设 数 项 级 数 》 an 收敛 , 序列 {5.} 


十 ce 
单调 有 界 , 则 数 项 级 数 》 anbn 收敛 


n=l 
证 明 ”由 于 {6} 是 单调 有 界 序列 , 从 而 收敛 . 设 lim 如 = 已 我 
们 有 


十 cc 十 oo 十 Bo 
Yjanbn = > (bn — ban + > ban. 
nt=] nn 二] 入 二] 
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十 oo 十 oo 
显然 级 数 》 ban 是 收敛 的 , 而 在 级 数 》 (bn - ban 中 令 用 = bn 一 


nt 三 ] nn 二 1 


十 De 
=12…) 则 {o} 及 》 an 满足 狄 利克 雷 判别 法 (定理 9.3.2) 的 


纪 三 ] 


二 oe 十 De 
条 件 , 因此 》 (bn 一 b)an 收敛 . 所 以 》,anbn 收敛 . 证 毕 . 


注 ”容易 看 出 莱 布 尼 菊 交错 级 数 判别 法 可 以 由 狄 利克 雷 判 别 法 
直接 推出 . 


例 9.3.2 。 试 讨论 交错 级 数 > (a > 0) 的 仇 散 性 


mc 十 立 


解 和 该 级 数 绝对 收 化 当 0<a 芝 1 时 ,对 me 


N, 记 on = 所 和 bn = 十. 由 莱 布 尼 欧 交错 级 数 判别 法 知 Se 


nh 二] 


收敛 . 又 记 mn = es ， 则 容易 证 明 : 当 n 充分 大 时 , 序列 {2} 是 
单调 下 降 的 ， 因 此 序列 当 n 充分 大 时 单调 上 升 , 且 有 上 界 1 
] 


a 二 
十 却 = 而 


ne 


当 0<a<1 时 了 去 发 散 从 而 二 
条 件 收敛 的 

例 9.3.3 ” 设 序 列 {an} 单调 且 lim an = 0, 证 明 : 

(1) 当 We 收敛 时 ， Sa, sinnz 与 ye cosnz 对 一 切 xz E 了 惟 
都 绝对 2 i | 

(2) 当 > 发 散 时 ， > sinnz 对 一 切 xz 关 km(k EZ) 条 件 收 


nt 三 1 n==1 


849.3 任意 项 级 数 149 


十 6 
仇 , 而 >》 an cosmnz 对 一 切 zx 头 2kr(K EZ) 条 件 收敛 . 


=] 


证 明 (1) 对 于 vn e N, 我 们 不 妨 设 a,, > 0, 此 时 显然 有 


an sinnz| < an, lan Cosnz| 和 an. 


十 oo 十 ce 十 oo 
因此 当 -i 收敛 时 ， pn sinnz 与 > jan cosnz 对 一 切 x e 民 都 绝 
对 收敛 ， n=] n=1 z 

(2) 我 们 先 证 两 个 级 数 在 给 定 的 条 件 下 是 收 人 证 的， 由 狄 利克 雷 判 
别 法 , 只 要 证 在 所 给 条 件 下 , 对 于 vn e RN 


Tt 


号 一 >》 sin kz, es Se kz 


k=]1 Ek=] 
有 界 即 可 . 事实 上 , 由 
2sin = 起 一 > [on (#- 2 ) T 一 COS8 (k+ = jz 


T ( +5) 
一 CO08 一 一 C081| 人 十 一 外 
2 oj 


当 z 关 jir(keZ) 时 ( 当 z=Kkr 时 ,该 级 数 的 每 一 项 均 为 0), 对 任意 
的 neN, 有 


ISn| < 
而 对 于 Yn < N, 由 
2 sin = $e > [sn = > )z 一 Sin (k+ 3 
一 Sn (n 十 = )z 一 $1n ， 
当 xz 关 2kn(k € 纪 ) 时 ,有 


4 < 
SI1Nn 了 
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十 oc 
因此 由 狄 利 殉 雷 判别 法 知 ， 》 an sin nz 对 一 切 x E 及 都 收 伍 ， 而 


二 1] 


十 ee 
》 ancosnz 对 z 承 26r(eZ) 收敛 . 
nn 二 1] 


当 >》 an 发 散 时 , 注意 到 当 z = kx(k € ZZ) 时 ， Dan sin nz = >》_,0, 
三 ] 


下 一 ] nn 二 ] 


二 oo 
下 面 假定 z 关 kx(k € 纪 ), 我 们 证 明 级 数 pe sinnz 条 件 收 敛 . 事实 
上 , 由 于 对 于 任意 的 ne N, 有 


| a 
an sinnz| 2 |an sin” nz| = 3 (1 — COS 2n.7), 


二 oc 十 oo 二 oo 
而 > an cos 2nx 收敛 ， Yan 二 十 oc， 因此 2》 ,lon sinnz| = 十 cc， 从 
nt 二 1 人 二] 


二 1] 


十 pe 
而 》 an sinnz 条 件 收 敏 . 


7 二 1 


十 oo 十 oo 
同 理 , 当 z 尖 2k7(k EZ) 有 an 发 散 时 ， an cosnz 案件 收敛 . 


二] 


89.4” 数 项 级 数 的 性 质 


由 于 数 项 级 数 是 由 一 列 数 相 加 而 成 , 人 们 目 然 要 问 : 对 级 数 而 言 
加 法 结合 律 、 交 换 律 是 否 还 成 立 ? 当 讨 论 两 个 数 项 级 数 相 乘 的 问题 时 . 
我 们 还 会 过 到 分 配 律 的 问题 . 在 本 节 中 我 们 将 仔细 研究 这 些 问 题 . 


9.4.1 ”结合 律 “ 
十 co 
设 \`an 是 一 个 数 项 级 数 , 对 该 级 数 加 上 一 些 括号 并 将 每 个 括号 


十 6 
中 的 加 数 求 和 后 作为 一 项 将 得 到 一 个 新 的 级 数 》 bk， 关于 数 项 级 数 


R=:] 
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的 结合 律 , 我 们 有 以 下 的 结论 . 
十 ce 下 9 
定理 9.4.1 设 》 an 是 收敛 级 数 , 则 在 》 an 中 任意 加 括号 后 


十 oo 十 ce 十 oo 
得 到 的 级 数 》 bs 也 收敛 , 并 且 Ya = Sb 


十 oo 
证 明 ”对 于 Yn e N, 设 S, 是 y "an 前 m 项 部 分 和 ; 对 于 We e N 
mL 一 二 
十 oo 
设 5S4 是 >》_bk 的 前 项 的 部 份 和 . 容易 看 出 , {S4} 是 {5。} 的 一 个 子 
Ek 二 
列 , 因此 当 im 95n 存在 时 ，lim Sk 也 存在 , 并且 lim Sk = lim Sn. 
十 Do 
数 项 级 数 》 (一 1)" 发 散 告诉 我 们 , 级 数 加 上 括号 后 得 到 的 级 数 收 


也 一 ] 


敛 并 不 能 推出 原来 的 级 数 收敛. 
十 Ce 二 oc 
对 于 正 项 级 数 ya, 我 们 容易 看 出 , 如 果 在 ya, 中 加 上 括号 后 


一 | 


十 
得 到 的 级 数 是 收敛 的 , 则 》`on 也 收敛 ， 对 于 一 般 的 级 数 来 说 , 如 果 


7 二 1 


在 Jan 中 加 上 括号 , 并 且 在 每 个 括号 中 的 项 都 具有 相同 的 符号 , 将 


二 1 
十 oo 十 ee Too 
这 样 得 到 的 级 数 记 为 》 bs, 则 a, 收敛 的 充分 必要 条 件 是 bs 收 
k=1 m 一 1 RE 
敛 , 并 且 当 它们 收敛 时 它们 的 和 也 相同 ( 见 本 章 习 题 ). 
9.4.2 ”交换 律 


交换 律 对 无 穷 多 个 数 相 加 是 否 还 成 立 呢 ? 为 此 我 们 要 讨论 数 项 级 
十 oo 下 bc 
数 》`an 与 它 的 各 项 重 排 后 所 得 的 级 数 al, 的 关系 . 为 了 精确 描述 


n=1 7 二] 
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级 数 的 重 排 , 我 们 首先 来 定义 正 整数 集 N 的 重 排 : 者 函数 f(n) 是 N 
到 N 的 一 个 一 一 对 应 , 则 称 f(n)(n e N) 是 N 的 一 个 重 排 . 


十 ee 二 C9 
现 设 》 va, 是 一 个 数 项 级 数 . 我 们 称 》\a', 是 它 的 一 个 重 排 , 如 


元 二 1 元 二 1 


果 存 在 RN 的 一 个 重 排 f(n), 使 得 a 一 Qrrn(n I 
对 于 一 般 的 数 项 级 数 来 说 , 我 们 有 以 下 的 结果 . 
0 
定理 9.4.2 ” 设 》an 为 一 个 数 项 级 数 ，f(n) : N 一 N 为 一 个 


=] 


重 排 ， 再 设 3M > 0, 使 得 对 于 neN, 有 |f(n) 一 n|  M， 则 级 
数 > 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 Da 收敛 , 并 且 当 它们 收敛 


时 , 有 > = Dore 


证 明 ”必要 性 设 Se 收敛 ,下 证 Sere 也 收敛 . 由 于 ,De 


nt 二 ] nt 二 1] 


收 仇 , 我 们 有 lim an = 0. 又 因 对 于 vn e 人, 有 |) 一 如 所 AM, 从 而 
有 


lim > lan+;| = 0. 
于 二 一 全 和 
1 一 一 上 


设 (Sn } 和 {19” 上 分 别 为 本 和 0 的 部 分 和 序列 ， 容易 看 
由 n=] 人 三] 


MM 
[Sn — Sg > lan+il 一 0 人 一 co) 


j=—M 


二 oo 十 oo 十 ee 
因此 Tim 中 Lim Sn, 即 Jaf) 收敛 , 且 >》_an 一- 2 fm) 


天 一 二 n=1 


充分 性 侵 ee 收敛 ， 显然 > 是 Sar 的 一 个 重 排 ， 


亿 一 ] 
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其 重 排 图 数 为 f-1(n) : N 一 N. 容易 看 出 , 对 于 vn e N, 有 
fF (fn) 一 ni = In fn)| < M. 
二 oo 十 ac 十 co 

由 必要 性 的 证 明知 》 an 收敛 , 且 》 an = 》 artm): 证 毕 . 

注 ”定理 9.4.2 告诉 我 们 : 若 一 个 级 数 交 换 各 项 的 位 置 , 只 要 每 
项 离 原来 所 在 的 位 置 不 要 太 远 , 则 不 会 改变 级 数 的 敛 散 性 . 

对 于 绝对 收 钱 的 级 数 , 我 们 有 下 和 面 满意 的 结果 : 

十 Do 
定理 9.4.3 设 Yan 是 绝对 收敛 的 ， 则 它 的 任意 一 个 重 排 


= 


a 也 绝对 收 合 ， 并 且 一 > oo 


| 所 一 1 


证 明 ” 先 证 Sern 收敛 并 且 laycy| = Dlanl. 记 {54} 为 


二 1 入 一 外 


正 项 级 数 人 的 部 分 和 序列 , 显然, 对 于 vn e N, 有 


n=1 
二 ao 
S' < Y lanl. 
也 一 外 


这 说 明了 or | 是 收敛 的 ， 即 Yas 是 绝对 收敛 的 . 再 令 n 一 oo， 
二] 
得 


十 GO 十 6o 


> jarom| < > 


ni 二 1 nt 二 1 


由 于 -as 是 》 Yay) 的 一 个 重 排 , 我 们 同样 有 


和 二] =]1 


十 co 十 oo 
> loan < >》 larom)|， 
n=] =] 
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因此 有 有 
> - 一 
元 二] 
十 co 
为 了 证 明 >》 an 一 对 于 任意 的 n EN, 我 们 定义 
二 1 =] 
+ {" an > 0, 二 an 0, (9.4.1) 
0， an < 0, 0, an 字 0. 


显然 对 于 Yn € N, 有 a < lanl, ax < lanl. 因此 > 与 ya 均 为 


n= 1 


收敛 的 正 项 级 数 , 且 有 -a ~ > ,和 3 _ 36z, 由 此 得 


也 一 二 n= 


十 Go 十 Ce 十 Ge 十 565 十 Go 
> oo 一 2 人 -Dok = = Sas) 
1 二 1 二 n=1 下 一 ] 


证 毕 . 
对 于 条 件 收敛 的 级 数 , 则 上 述 定理 可 能 不 成 立 . 我 们 来 考 合 以 下 
例子 . 我 们 知道 数 项 级 数 


和 一 1 


是 条 件 收敛 的 级 数 . 利用 1 + + 二 = Inn 二 c+en, 其 中 ec 为 欧 拉 


常数 , e_ 0(n 00), 我 们 得 到 级 数 》 (0 前 2n 项 的 部 分 和 


和 二 ] 


1 1 1 
Ee Ss 
52n 2 了 on 
= (1+5+3+ + 二 ) -2(3+7+ | 
2 3 Dn » 4 on 
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In2n+ean+c— (Inn+i+c+ten) 


= ln2éeon — En— In2 (nN 一 00), 


十 Do 岂 一 
再 由 级 数 》 所 2 前 2n+ 1 项 的 部 分 和 


=] 


] 
所 2n 1 一 So 十 re | — ln2 (n — 00), 


十 oo (—1)"-1 
知 > 收敛 到 ln 2. 


我 们 将 此 级 数 重 排 , 使 得 每 两 个 正 项 后 面 跟 一 个 负 项 , 即 
1 1 1 1 1 1 1 1 


本 于 
3 "7 和 有 3 2n 


对 于 ne N, 设 它 的 前 n 项 部 分 和 5S/, 则 


让 


CT 


乒 王 1 
i nn i ] ] 
-25+ 区 + 项) (9.4.2) 
而 2 
-i ll lel, ll 
(+t) -3+ 3 


1 
S$n = Im 各 十 c 十 ctn 一 了 (in 2n 十 < 十 can) 


一 >(Inn + c+ten) 一 5 In2 (n 一 00). 
再 由 
J 
一 一 ]DnD2 (nn 00), 


] 
4n 二 1 2 


dn+t+l1 4dn+3 2 


Santl 93n 下 


93 2 San Te 
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我 们 推 知 重 排 后 的 级 数 收敛 到 5 hh 2. 这 说 明了 对 于 条 件 收敛 的 级 数 . 
重 排 有 可 能 改变 级 数 的 和 . 
对 于 条 件 收敛 的 级 数 , 我 们 有 下 面 的 一 般 性 结果 . 


t+-oo | 
定理 9.4.4 ( 黎 曼 定 理 ) ” 设 数 项 级 数 5 a 条 件 收敛 , 则 对 任意 


nt 二 ] 


oo 十 cc 
的 S(S 为 有 限 实数 或 者 士 co), 都 存在 》 an 的 重 排 >》 ajy(n), 使 得 
n 二 1 n=] 
十 De 
>》 artnm 一 上 
nt 二] 
十 De 
证 明 ”对 于 条 件 收敛 级 数 》 dan, 我 人 有 lim an = 0 和 
m=] 
十 Ce +oc 
>》 一 十 ce， an = 十 oo， 
n=1 n=1 


其 中 a ,a= (n==1,2,…) 由 (9.4.1) 定义 . 
先 设 0 么 5 < 二 oo, 因此 存在 正 整 数 pi, 使 得 


pl 
S<》 at St+at, 


k=] 
同 理 存 在 正 整 数 过 1， 使 得 
D1 yl1 
S—an < > ot ~ Y_ax 一 9 
k=1 二 1 
二 oo 
由 归纳 法 , 我 们 可 以 得 到 》、a, 的 一 个 重 排 
n=] 


CE 
+ (az Hi 十 十 om) 一 (or 十 十 az 二 
t+ (aps ti t+ ap.) — (Qa 1+1 + "+Qg,) 


十 
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3S< (al 十 :十 o) 一 (of 十 … 十 ar) 
+ (ar 1 十 … 十 Go ) 到 (cr 41 十 … 十 oz) 
lo nl ed 


| / 了 
< D+ ap, 


和 
S—an {at t+at)— (or 十 :十 o7) 
(二 
十 … 十 (Qp_i41 十 十 a ) 一 (00 1 十 ,十 oz) 
< 恬 . 
由 gx > k, pk 天, 知 


lim az = lim az =0. 
天 一 co fr ee 


因此 去 挥 括号 得 到 重 排 后 的 级 数 也 收敛 到 S( 见 本 章 习题 13). 
十 oo 十 ee 
当 3 < 0 时 , 由 于 》`(-an) 也 条 件 收敛 , 因此 存在 重 排 > (aj)) 


n=]1 


十 ce 
收敛 于 一 二 ， 从 而 >》 ag) 收敛 于 心 ， 
nn 二] 
当 3 = +co 时, 存在 正 整数 pj, 使 得 


pl 
>》 a > 
k=1 

同样 存在 正 整 数 pz, 使 得 


Bl P2 
Patt+ 》 中 >2+ail 十 a. 
天 一 ] 二 pl 十 1 
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十 oo 
继续 下 去 , 由 于 》 = +co, 我 们 可 取 正 整数 ps, ps,… ,pk, 使 得 
三 1 


pi D2 Pk 
9 at+ 》 机 十 十》 af >k+ar+a++ar, 
k=1 k=p1 二 1 大 一 pk 1 十 1 


因此 我 们 得 到 级 数 的 重 排 
ai 十 … 十 ar 一 Q7 十 ap 1 十 :十 员 一 aa 十 -… 
十 ar 1 十 :十 or 一 Qx 十 …- 
不 难看 出 该 级 数 必 发 散 到 上 +co. 
当 3 = -oo 时 , 利用 上 述 结果 知 ，》 (一 an) 存在 重 排 , 使 得 它 发 


散 到 +oo, 因此 y、ow 存在 重 排 , 使 得 它 发 散 到 -oo. 证 毕 


1 圭 ] 


9.4.3 ”级 数 的 乘法 (分 配 律 ) 
十 oo 十 ee 
现在 我 们 来 讨论 级 数 的 乘法 问题 . 设 > _an 与 > bn 为 两 个 数 项 


n= 二 1 =] 


级 数 , 类似 于 有 穷 项 求 和 的 乘法 规则 ,作出 两 级 数 各 项 所 有 可 能 的 乘 
积 akbj(k = 1,2,… ,j= 12,…), 将 它们 排 成 以 下 的 无 穷 矩 阵 ( 称 为 


这 两 个 级 数 的 生 积 矩阵 ): 
aib1 aib» 六 Qibn, 
ao2bl aab2 1 aobn, 
anbl anbz …' anbn … 


十 oo 十 De 
任何 将 该 矩阵 中 的 元 素 排 成 一 个 序列 的 方法 都 将 得 到 >》 an 与 》 加 


=] 元 一 上 


乘积 的 一 个 表示 . 显然 , 这 个 矩阵 中 元 素 的 排序 方式 是 多 种 多 梓 的 , 我 
们 第 用 的 有 对 角 线 及 正方 形 方法 . 


89.4 ” 数 项 级 数 的 性 质 159 


十 oo 二 00 OO 
在 用 对 角 线 方法 排序 时 , 5 ~a, 与 》*b。。 的 乘积 为 ca 其 中 


入 三 】 n= 二] 克 尘 ] 


>》 QQ 大 Dj 一 Q1D 十 aob i 十 …… 十 Qnb1. 
所 十 了 一 天 十 1 


十 ce 十 ee 
用 对 角 线 方法 得 到 的 级 数 的 乘积 也 称 为 y "ov 与 了 ~b, 的 柯 西 乘积 


二 1 


在 用 正方 形 方法 排序 时 > 与 ybn 的 乘积 为 > 其 中 


| 
dl = Q101， 


d2 一 Qlp2 + a2b2 + a2b1, 


看 下 中 和 


dn = Qibn 十 Gabn + anbn + anbn_1 二 + 二 + anbl, 


分 别 记 > > > 的 前 n 项 部 分 和 为 5%,5%,S%， 则 我 们 
有 5% = SnS'. 因此 当 ) 与 yb， 收敛 时 ， yu， 也 收敛 , 并 
有 Vd, = 本 Te 
允 于 两 个 绝对 收 人 的 级 的 和 各 我 们 有 以 下 定理 . 
定理 9.4.5 ” 设 级 数 Se 与 ys 都 绝对 收敛 , 则 其 乘积 矩阵 


了 三] 二] 


中 所 有 元 素 的 任何 一 个 排列 构成 的 级 数 也 绝对 收敛 , 并 且 它 的 和 为 
十 De 十 po 
Don ， bo 


nn 二 1 开 一 荆 nt 二 1 


十 be Oo 十 ee 
证 明 设 yak.bj 为 an 与 bn 的 乘积 矩阵 中 所 有 元 素 


人 一 人 二 二 各 三] 


的 一 个 排列 构成 的 级 数 ， 其 前 n 项 部 分 和 记 为 Su(n = 1,2,.…)， 对 
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于 Yn EN, 志 
Mn = Da (Ri, 了， 
则 


入 MM Mn 十 De 十 ec 
> laribi| < > lorl: > lil < > laxrl: > losl. 
k= 二] i 三 1 k=] 


t+=] | 7 二 1 


十 Oo 
因此 》 ak. 已 绝对 收敛 . 由 定理 9.4.3 知 , 它 的 任何 重 排 也 绝对 收敛 


并 且 和 不 变 . ， , - 
由 于 正方 形 方法 排列 得 到 的 乘积 》 d，， 收敛 到 》 an 》 bn， 
n=] | n= 二 1] 


而 》 由 是 在 乘积 矩阵 中 所 有 元 素 的 一 个 排列 构成 的 级 数 加 上 一 些 括 


二] 


号 所 得 , 因此 乘积 矩阵 中 所 有 元 素 的 任何 一 个 排列 构成 的 级 数 都 收 全 
十 oo 十 oa 十 Poe 十 De 十 oo 

到 >》 an > bn, BN Yarn bjn 收敛 到 pn : bn 证 上 毕 . 
= 二] n= 二 1 n=] 中 一 二 


中 一 外 


十 oo 十 OO (—1)"+!1 、 1 
例 9.4.1 设 级 数 Do 一 2 ms 证 明 : 当 a < 7 时 , 级 
十 Go 
数 》 an 与 自身 的 柯 西 乘积 发 散 . 


了 一 ] 
十 oo 十 Do 
证 明 ” 设 》 "av 与 自身 的 柯 西 乘积 为 y en, 则 
=] nn 三 ] 
(1)*tmtl 一 _ /1intl - 1 
之 .iTi 一 有 人 2 RCRT1i = 
由 于 
1 Ee I 2 
ko(nt+l1—ke ki(nt1—k)3 ne 
因此 对 于 vn e N, 有 
、 27n 
on n+l 


>1 (n=1,2,...). 
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十 De 
所 以 》 cn 发 散 


值得 注意 的 是 , 该 级 数 自 乘 的 正方 形 方法 排序 得 到 的 级 数 是 收敛 
的 .请 读者 自 证 ，》 全 DJ”” 与 自身 的 柯 西 乘积 是 收敛 的 


nt 二] 


89.5 无 穷 乘 积 
在 本 节 中 我 们 讨论 无 穷 个 数 相 乘 的 问题 . 设 {an} 是 一 个 序列 , 我 
十 ce 
们 用 Ja 表示 该 序列 中 所 有 项 的 乘积 , 并 称 它 为 该 序列 的 无 穷 乘 积 


1 三 】 


对 于 Yn EN, 记 
T, = | | ax, 


k=1 
我 们 称 它 为 该 无 穷 乘积 的 前 n 项 部 分 积 , 而 称 {T} 为 该 无 穷 乘积 的 部 
分 积 序列 . 
对 于 无 穷 乘积 , 我 们 容易 看 出 它 的 一 个 简单 性 质 : 序列 {an} 中 若 
有 一 个 元 素 为 零 , 则 对 所 有 充分 大 的 n 有 Th = 0. 此 时 部 分 积 序列 不 
能 给 我 们 提供 任何 信息 . 在 _lim T, = 0 的 情形 下 , 部 分 积 序列 也 对 无 
穷 乘积 的 研究 很 难 提供 有 用 的 信息 . 因此 我 们 给 出 以 下 的 定义 . 


十 ee 
定义 9.5.1 ” 设 {an} 是 一 个 序列 , {T,} 为 无 穷 乘积 | on 的 部 


| 
二 Oo 

分 积 序列 . 若 Jim yn = a(a 为 非 零 第 数 )， 则 称 无 穷 乘积 | a 收敛 ， 
下 一 有 


Go 
并 记 a = [iar. 此 时 也 称 a 为 该 无 穷 乘积 的 积 . 着 {TT,} 不 收敛 到 一 


+oo 
个 非 零 常数 , 则 称 无 穷 乘积 ] o。 发 散 


元 二 ] 
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由 上 述 定 义 , 我 们 容易 推出 下 面 的 定理 . 
十 Do 
定理 9.5.1 “者 无 盆 蒋 积 ] [a» 收敛 ， 则 ,lim an 1. 


三】 


nt 十 Do 
证 阴 对 于 n=1,2,…, 记 T= || ax. 由 [en 收敛 , 设 其 积 


二 1 n=1 
为 a, 则 
a 
证 他 十 5e 
根据 定理 9.5.1, 若 无 穷 乘积 | ] aw 收敛 , 则 对 于 Ye > 0, 当 n 充 
分 大 时 , 有 人 


1 一 上 E<on < 十 E. 


由 于 改变 该 乘积 前 面 的 有 限 多 项 (不 能 变 为 0) 不 改变 无 穷 乘 积 的 收敛 
性 . 因此 收敛 的 无 穷 乘积 的 理论 中 基本 上 是 对 正 数 序列 的 无 穷 乘 积 的 
研究 . oe 

由 定理 9.5.1, 我 们 可 将 无 穷 乘积 表 成 | | (1 + an) 的 形式 , 不 失 一 


nh 三 ] 


般 性 , 我 们 还 可 以 假定 jan| < 1(n = 1,2,….) 在 上 述 假定 下 , 我 们 容 
易 建 立 以 下 定理 . 


十 Do 
定理 9.5.2 ”无 穷 乘 积 T[ (1 + on) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 数 项 


十 ce 
级 数 》 ln(1 + an) 收敛 . 


下 一 


证 明 对 于 vneN, 记 7T,= [Qi +axr), Sn = >》 In(l+ox), 则 
k=]1 


k=]1 


有 TT = es" (n = 1,2,:…). 因此 由 ez 的 连续 性 ， 当 lim 5»=5 时 ， 
有 lim Th = ei 反之 ， 当 lim 了 = 了 >0 时 ,有 lim 5 二 ln. 证 
毕 ， 
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十 Do 
推论 车 an >0(n=12…) 则 无 穷 乘积 | (1 + an) 收敛 的 


入 三 ] 


十 ee 
充分 必要 条 件 是 数 项 级 数 》 “a, 收敛 


于 一 有 


十 co 十 co 
证 明 ”对 于 正 项 级 数 》 an, 我 们 容易 看 出 它 与 》 In(1 +an) 同 


和 一 t=] 


时 收敛 与 发 散 . 由 定理 9.5.2 立 得 推论 . 证 毕 . 
十 oo 
例 9.5.1 讨论 无 究 采 积 [[(1 + 一 ) 的 敛 散 性 


解 当 z<1 时 和 > 二 发散 知 (1+ 直 = ) 发 散 .而 当 z > 1 


时 ， > 收 化 ,所 以 IT(G+ 去 = ) 也 收敛 . 因此 ， ITG+ 去 =) 当 z> 1 
时 收 全 当 xz < 1 时 发 散 . 
例 9.5.2 ” 求 无 穷 乘 积 ITr- 


二] 


py] 的 积 . 


解 ”对 于 vn es N, 无 穷 乘积 II 1 一 二 -三 | 的 前 n 项 部 分 积 为 


(2n)2 


TT 1 (Gomi 
-bh- el Tony +) 


在 定 积分 中 我 们 利用 sin" z 在 [0, 全 | 的 积分 求 出 了 lim 7 = 二， 
此 

十 ce | 9 

Ill- yl = 


最 后 我 们 举 一 个 有 趣 的 例子 结束 本 章 . 
十 cc 
我 们 已 经 知道, 当 。 > 1 时 , 正 项 级 数 二 是 收敛 的 . 现在 我 们 
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来 建立 该 级 数 与 无 穷 乘积 的 联系 . 对 每 个 固定 的 s > 1, 令 
十 oo 
6(5) = 


人 
放 一 工 


首先 我 们 观察 


(1 -去 )k(s) = 2 让- 二 By = 


在 上 式 右 边 的 求 和 中 m 将 取 吉 所 有 奇数 , 即 所 有 不 是 2 的 整数 倍 的 正 
整数 . 然后 再 考虑 


1 1 z | 1 
-By 
在 上 式 右 边 求 和 中 取 融 所 有 不 是 2,3 的 整数 倍 的 正 整 数 . 依 此 类 推 ， 
取 所 有 素数 2,3,5,7,… ,pn,-…, 则 有 
人 1 
li 1 一 一 16(05) 三 1， 
,II( A ) ! 


印 


十 Do 


1 ] 
Eee 


元 二] 


由 上 述 等 式 我 们 易 知 素数 的 个 数 必定 是 无 穷 的 . 事实 上 , 倘若 结论 不 
真 , 设 pw 为 最 大 的 素数 , 则 对 任意 的 s > 1, 成 立 

1 1 

II 四 = = cy: 
上 述 等 式 的 左边 是 有 限 个 数 相 乘 ， 易 见 当 s 一 1 十 0 时, 有 

1 | 1、 
II 一 去 ) -Hl > 0. 

由 于 lime(s) = +eo, 从 而 ,oa = = 0. 此 矛盾 便 证 明了 我 们 的 
结论 . 
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习 九 
1 判断 下 列 级 数 是 否 收敛 , 若 收敛, 请求 其 和 | 


十 De 


1 

Dm TT 

+o0 
(3) > 机 d > am < 

和 | 1 \ 2 一己 
5 人 

十 co | Te dd 所 
村 we 
2. 判断 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 

十 co ， 十 oo 
(1) > 了 (a,B > 0); 2) 
9) > 一 本 到 (k > 0); 

Too pi mn nn 

(5) DY)" @) 5 [tu i 

十 om 
0 Pnn + D) -nndtans; (8) Sya -a>0, 0 A 1): 
| 1 a 
| LL = (10) 》_=A; 
>[( >) se 

二 0 


(11) (a > 0,k > 1); (12) >_mP(v n+1-2vVntvVn—1); 
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十 5 ] | 十 ooe 
13 2 一 一 (14) 2 (a> 0) 
( ) 2 万 十 万 ) >》_e 


也 一 之 
十 1 十 Do 1 
(15) 》, nn (a > 1): (16) A 
pe 


1 
n)ll 1? sin 
(17) 》， ere (p > 0); (18) 2 n (a > 0). 


十 Do 
3. 设 正 项 级 数 》 a, 收敛 , 且 {an} 是 单调 下 降 的 序列 . 证 明 


元 二 1] 


Jim man = 0. 


4. 设 正 项 级 数 a 和 > 收敛 , 证 明 级 数 op 绝对 收敛 . 

5. 设 函数 f(z) 在 [—1,1] ] 上 有 定义 且 f(0) 0 和 和 f"”(0) 存在 . 
证 明 级 数 到 (=) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 f'(0) = 0. 

6， 设 级 数 和 收敛 , 并 且 对 于 Yn e N 有 an > 0. 证明 级 


和 二] 


数 er 收敛 . 再 设 {an} 是 单调 序列 , 证 明 这 两 个 级 数 具有 相 
nn 三 ] 


同 的 敛 散 性 

7， 设 级 数 a, 发散, 并 且 对 于 Yn < N, 有 an > 0, 记 8 = 
al 十 aa 十 . 十 2 证明 

(1) 级 数 a 发 散 ; (2) 级 数 > 号 收敛 


(3) 级 数 了 了 和 2 发 (4) 2 2 


8. 设 级 数 有 收敛 , 并 且 对 于 vn e N, 有 an > 0; 对 于 Vk E N， 
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rr, = 0 证 明 > 发 散 . 


二 民 


9. 设 正 数 序列 {an], {bn} 满足 cat < nt mm > 1), 证 明 : 如 果 
级 数 > 收敛 , 则 级 数 人 i 


n= 二 1 
10. 讨论 下 列 级 数 的 伍 散 性 ， 

十 ce /Tv 十 ee /TYnm ee 
(D) SE (p> 0) (0) Ce 
(3) >_(—1) 

2 (1 + n)? 

(4) 1 由 于 l 1 
V2-1 V2+1 VvV3-1 v3+1 
] ] 
ns 
十 be 六 
(5) 3 1)" (1 -nin2 二 )， (6) >》 arctan® n (a € R): 


十 Do 
@) (lt em) 
11. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 及 绝对 敛 散 性 : 


十 oo n +oo 得 
(1) > 人 ); (2) ps 1) ER sa 
nn 二] 
S| J ]\a 
(3) >- i a (4) (一 (1L-eos 一 (a > 0); 


(一 Ta (n= 1) 
(5) 22n+1 (2n)l! 
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12. 设 级 数 收敛 , 试问 : 级 数 > 是 否 一 定 收敛 ?( 说 明理 

二 十 om 
“13. 设 》 an 为 一 个 数 项 级 数 , 对 它 的 一 些 项 加 上 括号 后 得 到 级 
数 YA 假定 对 每 个 ke N, 4x 中 的 每 个 加 数 都 具有 相同 的 符号 . 证 


k=]1 


明 级 数 a。 收敛 的 充分 必要 条 件 是 》 A 收敛 


n=1 k=] 
14. 举例 说 明 存 在 级 数 yon 和 使 得 lim =1 关 0, 但 
n= 二 1 n=] on 


级 数 5 a,, 与 》 bn。 具有 不 同 的 人 秀 性 


了 一 n=] 


二 Go 
15. 设 级 数 >》 an 收 伊 , 而 夺 列 {bn} 满 bn = o(an)(n 一 00), 试 


各 二 ] 


十 ee 
问 : 级 数 六 pr 是 否 一 定 收 化? 


16. 设 级 数 Do, 收敛 , 且 级 数 So, 一 pH) 绝对 收敛 . 证 明 级 


元 二 1 下 一 市 


+ec n 
17. 设 级 数 Dan 的 部 分 和 序列 Sn = > ax (n = i 是 


三 1 k=1 
十 Se 
有 界 序列 , 级 数 》`(bn - bn+1) 绝对 收敛 , 并 且 lim b= 0. 证 明 级 
入 三 1 
十 oo 
数 anbn 收敛 . 


二] 


二 © 十 cc 
18. 设 p > 0, 并 且 级 数 》 |anl? 和 》 bn|? 收敛 试 证 明 如 下 


习题 九 169 


的 Minkowski 不 等 式 ， 
十 oo 十 oo 十 Oo 于 
pb a be < (5009 上 [下 


| 二 
19. 设 pg> 0 满足 +! 二 1 并 且 级 数 lan? 和 > lbnl? 收 


十 
伊 . 证 明 级 数 y`anb 绝对 收敛 , 并 且 有 如 下 赫 尔 德 不 等 式 : 


和 一 
1 


十 om 十 ec +oo We] 
> |anbn < (5359 (Dr) : 


n=] 711=] 1 =] 


十 ec 十 2 
20. 设 级 数 》 ofx 收敛 , 证 明 级 数 》 ann S$ 绝对 收敛 . 


三 ] 中 一 二 


21. 设 序列 {an} 满足 ; 极限 lim nan 存在 和 级 数 》 nas -an ) 


作 一 二 


十 co 


二 co 
22， 设 对 于 Yn e N, 有 an > 0, 并 且 级 数 -二 收敛 证 明 级 
n=1 
十 oo 


但 一 


23. 设 非 常数 函数 f(x) 在 [0,1] 上 连续 、 非 负 , 并 且 f(x)<1 (ze 
1 二 oo 

[0, 1]); 对 于 vn s N, 令 an = f f(z)dz .证明 级 数 》 (1 一 an) 发 
0 中 一 二 


散 . 
24. 讨论 下 列 无 穷 乘 积 的 敛 散 性 : 
+o mm2 | 十 oo 本 
(1) er (2) Ja -” 


Te er | ee T 
(3) I[ Vas: i 


nn 二 1] 
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(5) IT0+ 志 二 (p> 0); (6) Ts>， 
(7) 1T(+ 21)’ (8) II (1 =). 


25. 证 明 下 列 等 式 . 


十 oa 
26. 设 级 数 Do 绝对 收敛, 假定 lan| < =(n = 1,2,…), 证 明 无 


疮 和 习 积 TT tan (二 十 an ) 收 敏 . 


一 1 


十 Do 十 ee 
27. 试 构造 一 个 发 散 级 数 》`anw, 使 得 无 穷 乘积 | | (1 + an) 收敛. 
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我 们 知道 数学 分 析 主 要 是 研究 函数 的 一 门 学 科 . 到 目前 为 止 , 我 们 
经 常 遇 到 的 函数 , 除了 一 些 很 特别 的 函数 外 (如 黎 曼 函数 , 狄 利克 雷 函 
数 等 ), 大 都 是 一 些 初等 函数 . 一 个 重要 的 问题 是 : 是否 存 在 更 为 广泛 
的 函数 类 呢 ? 例如 , 是 否 存在 处 处 连续 但 处 处 不 可 导 的 函数 昵 ? 再 如 ， 
设 {nx} 是 一 个 严格 单调 上 升 的 正 整 数 序列 , 是 否 存在 C% (00, 十 oc) 
的 函数 f(z), 满足 当 i € {nx} 时 ，jF(0) = 1, 而 当 i 4 {nk} 时， 
f(0) = 0 呢 ? 仅 用 前 面 所 学 的 知识 ,似乎 很 难 解 决 这 类 问题 . 另外 ， 
人 们 还 希望 利用 简单 函数 来 逼近 复杂 的 函数 , 以 达到 对 复杂 函数 的 深 
入 研究 . 若 要 研究 上 述 这 些 问 题 , 我 们 不 可 避免 地 要 遇 到 函数 序列 或 函 
数 项 级 数 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 对 函数 序列 及 函数 项 级 数 进行 系统 地 学 习 . 本 章 
内 容 在 今后 几 章 和 许多 后 续 课程 中 均 起 着 重要 作用 . 


810.1 函数 序列 与 函数 项 级 数 的 基本 问题 


设 有 一 个 序列 {f(z)}, 其 中 序列 的 第 n 项 是 一 个 函数 f(z), 而 
所 有 f(z) (n = 1,2,…) 都 有 一 个 共同 的 定义 域 Io Cc 有 R. 对 于 这 样 的 
序列 , 我 们 今后 称 之 为 定义 在 厂 上 的 函数 序列 或 称 该 函数 序列 在 mm 
上 是 有 定义 的 . 对 于 固定 的 点 zo € 了 Jo, 该 函数 序列 在 点 xo 的 取 值 组 
成 了 一 个 序列 {f(z0)}. 着 该 序列 收 鳅 , 我 们 则 称 函 数 序 列 在 zo 处 收 
敛 , zo 也 称 为 该 函数 序列 的 收敛 点 .函数 序列 {f(z)} 的 所 有 收敛 点 
的 集合 称 为 它 的 收敛 域 . 设 {所 (7)} 的 收敛 域 为 1 关 多, 则 对 ze 我 
们 得 到 了 上 的 一 个 函数 f(z), 它 的 定义 为 : Vz € J, f(z) = lim fn(72). 
f(z) 也 称 为 { 廊 (z)} 在 工 上 的 极限 函数 . 
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十 Oo 
同样 我 们 可 以 考虑 和 式 》 wn(z), 其 中 {fun(z)} 是 定义 在 集合 有 

n=] 
上 的 一 个 函数 序列 ， 今 后 我 们 称 该 和 式 为 定义 在 J。 上 的 函数 项 级 
数 (简称 级 数 ) 或 称 该 函数 项 级 数 在 fh。 有 定义 . 记 Sn(z) = 》 uk(z) (n= 


十 ce 
1,2,…), 称 之 为 函数 项 级 数 》, un(z) 的 前 n 项 部 分 和 , 并 称 {Sn(z)} 
为 该 函数 项 级 数 的 部 分 和 序列 ， 若 {Ss(z)} 在 zo e 五 处 收 伊 , 即 
十 Ge 十 De 
lim Sn(zo) = S(zo), 则 称 > ,un(z) 在 zo 处 收敛 , zo 称 为 》 un(z) 


性 一 外 n=] 


十 De 十 ee 
的 一 个 收敛 点 , 其 收敛 点 的 全 体 称 为 》 un(z) 的 收敛 域 . 设 》 wn(z) 
的 收敛 域 为 1 则 对 于 Yz e 了 , 记 


十 oo n 
> un(z) = lim > auk(z) = im il) [| 
n 二 1 k=1 


并 称 5S(z) 为 该 函数 项 级 数 在 T 上 的 和 函数 . 
从 以 上 的 定义 来 看 , 求 函数 序列 的 极限 函数 f(x) 与 函数 项 级 数 的 
和 函数 S(z) 实质 上 是 分 列 求 序 列 的 极限 和 数 项 级 数 的 和 |. 


十 OO 
由 函数 项 级 数 》 "un(z) 收敛 性 的 定义 , 它 的 敛 散 性 可 以 转化 为 


n=] 


函数 序列 (se -Puto)| 的 敛 散 性 问题 反 过 来 ， 对 于 函数 序 
二] 


十 Do 
列 {f(z)}, 则 它 的 敛 散 性 也 可 转化 为 函数 项 级 数 》 [f(z) 一 fn-_1(z)] 


( 令 fo(z) = 0) 的 敛 散 性 问题 . 
在 本 章 中 , 我 们 所 关心 的 是 极限 (和 ) 函数 与 函数 序列 (函数 项 级 
数 ) 中 的 函数 之 间 具 有 什么 联系 ? 为 此 我 们 先 来 看 以 下 例子 . 
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例 10.1.1 函数 序列 六 (z) = rn (n= 1,2,…) 的 收敛 域 是 (一 1,1]， 
其 极限 函数 是 
f(g) = |， |z| <1, 


1， 世上 


注意 到 函数 序列 {z"} 中 的 每 一 个 函数 者 是 连续 国 数 ， 其 极限 函数 在 

(一 1,1) 内 连续 , 但 在 (-1, 1 上 却 不 连续 . 同时 我 们 还 注意 到 对 于 vn < 

N, fn(z) 均 为 可 导 函 数 , 但 其 极限 函数 却 在 z = 1 处 左 导数 不 存在 . 
例 10.1.2 设 fn(x) = nz(l — £2)" (rz € [0,1),n = 1 2 … ,), 则 


im fn(z) 三 0, zx € |0,1), 
1 1 ] 
lim 上 fn(r)dz = lim 上 nz(l 一 Z2ndz = 了 
如 一 oo /0 noo fn 


1 
| lim f(r)dz =0. 
| A (zjdz = 0 
例 10.1.3” 设 所 (7) = 一 一 (n = 1,2,.…), 显然 


f(z) = Vncosnz. 
容易 看 出 {f(z)} 在 许多 点 是 不 收敛 的 , 因此 该 函数 序列 的 寻 函 数 序 
列 不 收 化 于 f(z) 的 导数 . 
例 10.1.4 设 户 (z) = 到 arctannz (n 二 1,2,.…), 显然 


dim fn(7)= |z|= f(z), ZE€(—00,+00), 


而 对 vn < N, 有 


过 人 全 


2 
' (zx) = —arctann ee 
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容易 看 出 {f(z)} 处 处 收 敏 , 但 f(z) 在 zx=0 处 不 可 导 . 

在 讨论 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 时 , 一 个 十 分 重要 的 问题 是 研究 其 
极限 函数 (和 函数 ) 能 从 该 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 继承 到 什么 样 的 性 
质 , 其 中 主要 的 有 以 下 三 方面 的 问题 (我 们 主要 对 函数 序列 叙述 , 读者 
不 难 对 函数 项 级 数 提出 相应 的 问题 ): 

(1) 大 户 (z) (n = 1,2,…) 是 区 间 了 上 的 连续 函数 ， 其 极限 函 
数 f(z) 是 否 为 了 上 的 连续 函数 ? 

(2) 看 户 (z) (n= 1,2,…) 是 区 间 [ao 如 上 的 可 积 函 数 , 其 极限 函 
数 f(z) 是 否 为 [a, 8] 上 的 可 积 函数 ? 若 f(z) e Rla, 9], 是 否 成 立 


nb b 
am / fnl2)dz = | f(z)dz? 

(3) 各 fn(7) (mn = 1,2,...) 是 区 间 I 上 的 可 导 函 数 ， 其 极限 函 
数 f(z) 是 否 为 可 导 函 数 ? 者 可 导 , 是 和 否 成 立 lim fn(7) = 

在 上 面 的 这 些 例子 中 , 我 们 可 以 发 现 : 一 般 来 说 , 上 述 的 回答 都 是 
否定 的 ， 因 此 我 们 必须 对 所 给 的 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 加 上 一 些 条 
件 , 才 有 可 能 得 到 肯定 的 回答 . 在 本 章 以 下 几 节 中 , 我 们 将 主要 研究 这 
些 问 题 . 


810.2 ”一 致 收敛 的 概念 


在 上 节 中 , 我 们 发 现 了 很 多 极限 函数 (和 函数 ) 没有 保留 函数 序 
列 (函数 项 级 数 ) 中 每 个 函数 的 相应 性 质 . 因此 一 个 重要 的 问题 是 : 
在 什么 条 件 下 才能 保证 极限 函数 能 保留 相应 函数 序列 中 的 函数 的 性 质 
呢 ? 为 此 让 我 们 骨 来 考查 一 下 了 销 数 序列 {f(z) = zx" }. 在 上 节 中 我 们 
已 知 其 收敛 域 为 (1,1], 极限 函数 为 

a 
j (2) = 1? 二 1. 

我 们 发 现 f(x) 在 (-1,1) 内 还 是 保持 了 函数 的 连续 性 , 不 仅 如 此 , 当 z E 
(一 1,1) 时 , 还 可 容易 地 证 明 
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im (2") im nz =0 = (lim 2"). 

为 什么 极限 函数 f(z) 在 z = 1 处 不 是 左 连续 的 呢 ? 我 们 可 以 粗 
略 地 先 来 分 析 一 下 . 极限 函数 f(z) 它 在 zx = 1 左 连 续 与 它 在 z=1 左 
边 邻 域 的 函数 值 有 关 , 而 现在 f(z) 的 函数 值 是 {z?"} 的 极限 . 尽管 当 m 
趋 于 ce 时 ,{z"} 在 (1 一 51) 中 都 趋 于 零 , 但 当 z 靠近 1 时 , 使 得 zx" 
接近 零 所 需要 的 n 也 越 大 ( 见 图 10.2.1). 换血 话说 , 对 任 给 es > 0, 不 
管 n 多 么 大 , 对 每 个 固定 的 mw, |z" 一 f(z)| < 在 (1 一 65,1) 中 不 能 对 所 
有 的 z 同时 成 立 . 因 些 极限 函数 职 很 难保 持 函 数 序 列 中 的 每 一 个 固定 
函数 所 具有 的 特性 了 . 


图 10.2.1 


另 一 方面 , 在 (-11) 中 极限 函数 f(z) = 0 与 函数 序列 {zx"} 收敛 
到 零 的 过 程 具 有 何 种 联系 昵 ? 

我 们 知道 f(x) 在 ro 处 连续 是 一 个 局 部 的 性 质 ， 换 句 话说 , f(z) 
在 xo 处 是 否 连 续 只 与 f(z) 在 zo 的 某 个 邻 域内 的 函数 值 有 天. 设 zo0 E 
(一 1,1), 可 先 取 定 bo 充分 小 , 使 得 [zxo 一 6o,zo 十 50] CC (一 1,1). 由 f(z) 
在 xo 处 连续 的 定义 , 对 于 Ye > 0,35 >0(6<60), 当 |z 一 zol <65 时 有 

f(z) — f(zo)| < < 

换 旬 话说 , f(z) 在 zo 处 连续 本 质 上 是 f(z) 在 zo 的 附近 变化 不 大 . 而 
在 x0 — 60, To + ol 中 , 由 于 (x0—60)" — 0 与 (zo 十 如 靖 一 0 从 而 dN, 
当 n > 时 ,有 
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zx" — f(z) <e 
对 一 切 Te Et — 00, Xo 二 60| 成 并 . 特别 地 ， 对 一 切 rz < ba 一 00,Z0 十 60|， 
有 


Se 


上 式 说 明 ， 在 整个 区 间 [zo 一 各 ,30 十 00| f(x) 与 一 个 连续 函数 人 
的 差 的 绝对 值 可 以 小 于 任意 给 定 的 正 数 . 由 于 zx+l 在 xo 附近 的 变化 
不 大 , 从 而 f(z) 在 zo 附近 的 变化 也 不 大 , 因此 我 们 从 n 充分 大 时 zx" 
的 连续 性 就 可 以 推出 f(z) 在 zo 处 的 连续 性 . 

从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 {z?"} 在 (-1 3 中 的 收敛 性 与 在 [a,9] c 
(一 1,1) 中 的 收敛 性 具有 本 质 的 区 别 . 对 于 后 者 的 收敛 性 , 我 们 引入 以 
下 的 重要 概念 . 

定义 10.2.1 设 f(z), f(z) (n= 1,2,…) 为 定义 在 TC 及 上 的 
函数 . 看 对 于 Ye > 0, 存在 WEN, 当 mm > 时 , 对 一 切 z el, 有 


|fn(7) — f(z)| < &, 
则 称 函 数 序 列 {f(z)} 在 I 上 一 致 收敛 于 f(z), 记 为 f(z) 冯 f(x) (ze 
站 
显然 , 当 所 (7) 到 f(z) (T ED 了 时,{fn(z)} 在 TT 上 收敛 于 f(z). 
对 于 函数 项 级 数 , 我 们 有 
十 oo 
定义 10.2.2 设 >》 un 人 7) 为 定义 在 TC 了 及 上 的 函数 项 级 数 . 若 存 


n= 二 1 


+oo n 
在 T 上 的 函数 S(z), 使 得 》 un(z) 的 部 分 和 序列 Sn(z)= 》 uk(z) (n= 
nn 三 ] 包 二 1 
1,2,… ) 在 上 一 致 收敛 到 S(z), 则 称 和 在 了 上 一 致 收敛 于 
S(T). 
用 “es-N"” 语言 来 叙述 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 ， 我 们 有 : 者 对 
于 Ve>0,3NEN, 当 n> 时, 对 一 切 xeJ 了 有 
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[Sn (2) — S(7)| = | 2》, UR(T)| < E， 
k=n+1 
二 oo 
则 称 5 “wn(z) 在 工 上 一 致 收敛 于 S(z). 


下 面 我 们 来 研究 一 下 一 致 收敛 的 几何 意义 . 设 {f(x)} 为 定义 在 工 = 
[la,b| 上 的 函数 序列 . 从 几何 上 来 看 , 对 于 ve > 0, 则 y = f(z)+e (Zz E77 
的 图 像 与 zx = az = 5 围 成 了 一 个 带 形 区 域 . 当 {f(zx)} 在 工 上 一 臻 
收 敏 于 f(z) 时 , 则 存在 Ne N, 当 n > 时 , 所 (7) 在 工 上 的 图 像 整 
个 地 落 在 该 带 形 区 域内 ( 见 图 10.2.2). 


图 10.2.2 


例 10.2.1 试 讨论 函数 序列 f(x) = zx? (n= 1,2,…) 在 

(1) (一 7,7) (0 < < 1) 内 的 一 致 收敛 性 ; 

(2) (一 1,1) 内 的 一 致 收敛 性 . 

解 ”我 们 已 经 知道 lim fn(z) =0,xz€ (—1,1). 

(1) 对 于 Ye > 0, 由 mm 一 0(n 一 oo), 和 存在 入 EN, 当 n > NN 时 ， 
有 |r"| < e. 因此 当 n > N 时 , 对 于 vz e (7,7), 都 有 

lz*—0| <|r"|<e. 

由 一 致 收敛 的 定义 我 们 有 xz" 污 0 (zx € (-7,7)). 

(2) 为 了 讨论 f(z) 在 (--1,1) 内 的 一 致 收敛 性 , 我 们 首先 用 肯定 
的 语气 来 叙述 一 个 函数 序列 {f(z)} 在 工 上 不 一 致 收敛 于 f(z). 
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阁 存 在 so > 0, 对 任意 N > 0, 存在 n' > N 以 及 er 使 得 
[fm (2) — f(r )| > a0， 


则 {f(z)} 在 I 上 不 一 致 收敛 于 f(z). 

现在 我 们 来 证 明 {zx"} 在 (一 1,1) 内 不 一 致 收敛 于 零 . 

事实 上 , 存在 eo = 3, 对 任意 N > 0, 存在 必 = N+I > N, 由 
于 limz™ = 1( 对 固定 的 n 人 ), 因此 存在 0 < zx’ < 1, 使 得 


/ / ] 
(2)™ -0|= (2)" >1-3= 


3 | 二 


这 就 证 明了 {x"} 在 (-1,1) 内 不 一 致 收敛 于 零 
例 10.2.2 “” 设 函数 f(z) e Cl0,1H 且 f(1) = 0, 证 明 : 


z"f(z) 30 (ze [0,1)). 


证 了 明 ”对 于 vz e [0,1], 显然 有 lim 2z"f(z)=0. 
现 证 一 致 收敛 性 ， 对 于 Ye > 0, 由 f(x) 在 x = 1 处 左 连续 , 存 
在 65>0, 当 ze(1--6,1| 时 ,有 


|f(z) 一 0| <&, 
从 而 对 于 Yz e (1 一 6,1| 及 vn € N, 有 
x" f(r)| < |f(z)| < a. (10.2.1) 
设 max {|f (2)l} = M, 对 于 vz e [0,1 一 可 , 则 有 


Iz™ f(z)| < M(l — 0)". 


因为 lim (1 一 6)" = 0, 所 以 3N ee NN, 当 n> WN 时 ,对 于 Vz E€ 10,1- 引 ， 


ew fix) < ee. 
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注意 到 当 xz e (1 - 51] 时 , 对 任意 的 n, (10.2.1) 成 立 , 从 而 当 n > N 
时 , 对 于 Yz e [0,1], 有 lz" jz) 一 0| < e. 因此 zx"*f(xz) 二 0(z € [0,1]). 
例 10.2.3 ” 试 讨论 函数 项 级 数 DT 在 
(1) [a, 十 00) (a > 0) 上 的 一 致 收敛 性 ; 
(2) (0, 十 co) 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 ” 对 于 vneN 和 Vz € (0, 十 00), 记 


' (2k + 1)z “1 1 
mm "(7) = DF a) 1+z 1+(n+l1)2ri 
则 有 
lim Sn(z) = S(z) = - -一 
因此 我 们 有 


(2n + 1)z 


Ee -> ?十 1)27|(1 + nr) Rh 


(1) 当 z e [a, +co) 时 , 我 们 有 
a 1 
Sn(7) — S(2)| = Tm Tis < Tim ti’ 
因此 对 于 ve > 0, 3N EN, 当 n > N 时 ,有 


1 
0 二 一 一 一 七 
本 FE 


从 而 当 n > N 时 , 对 于 Vz s [lo, +co), 有 


50Z) 一 5(UZi| < E. 


十 Ge 
这 就 证 明 了 2 TT 1 Fr) 在 [a, 十 co) (a > 0) 上 致 
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收敛. 
(2) 当 Zz € (0, +oo) 时 , 我 们 观察 到 : 3so = 5 ,对 于 VN E RN 


1 
jn’ = N, jx’' = 在 
n=N++l1> rT (N+ 1 使 得 


/ 1 1 
SN+1(7) — S(7)|= 一 一 一 一 = 二 . 


] 
1 N12”,”，"— 
Tuy pr 


(2n + 1)7 | 
这 说 明 开 在 (0, 十 co) 上 不 致 收 合 . 


从 定义 可 以 看 出 , 函数 序列 的 一 致 收敛 具有 以 下 简单 性 质 : 

(1) 涩 函数 序列 {所 (2z)} 在 TC RR 一 致 收敛 时 , 车 了 cc 了, 则 {f(z)} 
在 了 也 一 致 收敛 . 另外 若 {f(z)} 分 别 在 五, 到 c 有 上 一 致 收 伍 则 
它 在 UI。 上 也 一 致 收敛 . 

(2) 者 函数 序列 {所 (7z)} 与 {gn(z)} 在 了 TcC RR 上 均一 致 收敛 , 则 
对 Va, B € 民 , {Qfn(7z) 十 Bgn(7z)} 在 1 上 也 一 致 收敛 . 

容易 看 出 , 对 函数 项 级 数 而 言 , 上述 两 个 相应 的 性 质 也 成 立 . 

人 们 不 禁 要 问 : 如 果 两 个 函数 序列 {f(z)}, {gn(z)} 都 在 TCR 
上 一 致 收敛 , 是 否 {所 (x)gn(z)} 在 I 上 还 一 致 收敛 呢 ? 一 般 来 说 , 答案 
是 否定 的 . 例如 , 取 了 = (0,1), f(x) = (1 -zx)zr (n= 1,2,. 人 由 前 面 
例 10.2.2 知 , {f(z)} 在 (0,1) 内 一 致 收敛 . 另外 , 令 on(z) = 一 一 ~ (n = 

…), 则 {gn(z)} 在 (0,1) 内 一 致 收 化 .由 于 RE si (T= 

| jm 一), 从 而 {(z)gn(z)} 在 (0,1) 内 不 一 致 收敛 . 

定义 10.2.3” 设 {所 (z)} 为 定义 在 Tc 到 上 的 函数 序列 . 若 存 
在 M > 0, 使 得 对 于 vn e N 和 Vz eI, 有 |f(z)| < M, 则 称 {f(z)} 
在 了 上 一 致 有 界 . 

震 国 数 序列 {f(z)} 与 {on(z} 在 IC RR 都 一 致 收敛 , 并 且 都 是 
一 致 有 界 的 , 则 可 以 证 明 {f(z)gn(z)} 在 工 上 一 致 收敛 ( 见 本 章 习 题 ). 
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810.3 ”函数 序列 与 函数 项 级 数 一 致 收 合 的 判别 法 


如 果 一 个 函数 序列 {f(z)} 一 致 收敛 于 f(z), 此 时 函数 序列 中 f(z) 
是 点 点 收敛 于 f(z). 要 判别 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 是 否 一 致 收敛 , 一 
个 基本 的 原则 是 : 将 已 有 的 点 点 收敛 的 判别 法 中 的 条 件 换 成 关于 z ez 
中 一 致 成 立 , 这 样 便 能 得 到 相应 的 关于 一 致 收 钱 的 判 列 法 则 ， 


10.3.1 ” 柯 西 准则 


对 于 函数 序列 的 一 致 收敛 , 我 们 首先 有 以 下 的 柯 西 准则 . 

定理 10.3.1 ( 柯 西 准则 ) ” 设 {f(z)} 是 定义 在 TC RR 上 的 函数 
序列 , 则 {f(z)} 在 了 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 ve > 0, 存 
在 和 NEN, 当 n,m > 时 , 对 一 切 ze 了 ,有 


(fn(7) — fm(T)| < &. 


证 明 ”必要 性 设 万 (z) 二 f(z) (x € 门 ， 则 对 于 Ye > 0, 存 
在 NEN 当 m>N 时 ,对 于 YvrzeT 有 


jn(z) — f(z)| < 3 
因此 当 n,m > WN 时 ,对 于 yz el, 有 
fn(z) — fn(z)| < |fn(z) — FD)| + |fm(z) — f(z)| <e 
必要 性 得 证 | 
充分 性 ” 设 {所 (7)} 满足 : 对 于 ve >0, 存 在 NEN, 当 nm>N 
时 , 对 一 切 xe 7, 有 
f(z) — fn(z)| < 3 


特别 地 , 上 式 对 每 个 固定 的 点 zx e 了 也 成 立 , 从 而 序列 {f(z)} 收 皱 , 设 
其 极限 为 f(z), 因此 我 们 在 区 间 了 上 可 得 到 {f(zx)} 的 极限 函数 f(x). 
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在 
| 一 jz < 5 
中 令 m 一 co, 我 们 有 
(2Z) 一 8 和 专 7 < 6 


对 一 切 n> N 及 ze 成 立 . 这 就 证 明了 (zx) 关 Flz)(ze 站 .证 毕 . 
对 于 函数 项 级 数 , 我 们 有 


十 oo 
定理 10.3.1' ( 柯 西 准则 ) ” 设 》 "un(z) 是 定义 在 了 C 及 上 的 函数 


十 oo 
项 级 数 , 则 5 "un(z) 在 [上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 ve > 0， 


>》 Wk(T) 


此 二 7n 半 1 


存在 NeN, 当 n>m > 时, 对 一 切 zeT, 有 


< EE 


定理 10.3.1 的 证 明 留 给 读者 . 
从 定理 10. 1 可 以 推出 下 面 有 用 的 推论 . 


推论 ”人 设 > -wo) 是 定义 在 TC 了 有 R 上 的 函数 项 级 数 , 并 且 它 在 了 


上 一 致 收敛 则 - oa 了 0(ze 六 

例 10.3.1 设 函 数 f(z) (n = 12,….) 在 闭 区 间 [e, 上 连续 , 并 
且 {f(z)} 在 开 区 间 (a,b) 内 一 致 收敛 . 证 明 {f(z)} 在 [a,9] 上 一 致 
收敛 . 

证 明 ”由 于 {所 (7z)} 在 (a,5) 内 一 致 收敛 , 由 柯 西 准则 , 对 于 ve > 
0, 存在 入 EN, 当 n,m > 时 , 对 于 Vz Ee (a,b), 有 


fn(z) — fm(z)| < 3 
对 每 个 n,m > N, 由 于 到 (7), fm(z) 在 [a,8| 上 连续 , 因此 在 上 述 不 等 
式 中 令 zY 一 a+T0 和 rr 一 -0 得 


E 


[fn(a) — fmla)| < 
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和 
|fn(b) — fm(d)| = ~ 2 ~ <， 


这 说 明 当 n,m > N 时 , 对 一 切 x € [a, 4]， 省 
[jn(ZD) — fm(7z)| < &. 
再 由 柯 西 准则 知 {到 (x)} 在 [a,9] 上 一 致 收敛 . 
读者 同样 可 以 证 明 以 下 结果 : 
10.3.1' 设立 数 wn(z) (mn = 1,2,: PE [a, 上 连续 ， 
且 a ) 在 开 区 间 (a,8) 内 一 致 收敛 ， 则 yw) 在 | ae, 上 一 致 


三 ] 7 二] 


收 伍 . 


例 10.3.2 ” 试 讨论 函数 项 级 数 > 一 在 


(1) [a, 十 oo0) (a > 0) 上 的 一 致 收 纹 性 ; 

(2) (0, 十 oo) 上 的 一 致 收敛 性 . 

证 明 “显然 , 对 任意 固定 的 x e (0, 十 oo0), 该 级 数 为 一 个 芋 布 尼 获 
交错 级 数 , 因此 是 收敛 的 . 对 于 Yn e N, 记 


(—1)* (1)" 
i -> 和; 有 i 


(1) 当 z € [o +eo) 时 , 由 交错 级 数 余 项 的 性 质 得 ( 见 定理 9.3.1 扒 
论 后 面 的 注 ) 


< (-1)* 
sj -SG -| >, re 
EK=nT1 


1 | 
一 一 
1+(n+l)z “1+(n+t1)a 


由 于 对 于 Ye > 0, 3N EN, 当 n>WN 时 ,有 


1 
1 十 (十 1)a 


因此 当 n > N 时 , 对 于 Vz e |a, +oo), 有 


< 一 E， 
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Su(z) 一 5S(z)| <&. 


这 就 证 明了 > 和 在 [a, +oco) 上 一 致 收敛 


人 


nn 十 oo 
(2) 注意 到 un(z) = 二 站- 在 [0, +co) 上 连续 , 若 》` un(z) 在 


ik 


(0, +eo) 上 一 致 收敛 , 由 例 10.3.1 知 它 在 = 二 0 必 收 敏 . 由 于 3 wn(0) 二 


下 一 


TOO 十 cc 
》 `(-1)"” 是 发 散 的 , 因此 》 wn(z) 在 (0,+co) 上 不 一 致 收敛 


注 (2) 也 可 以 用 以 下 的 方法 证 明 . 由 定理 10.3.1 的 推论 可 知 ， 
我 们 只 要 证 明 wi(z) = 人 - 在 (0, +oo) 上 不 一 致 收敛 到 零 即 可 . 事 


, 1 
mg = TT (0, +00), 
使 得 

CD | 1 。 

I+(N+1l)z| 2 ~ 


t+oo , ' 
这 就 证 明了 》 一 在 (0,+co) 上 不 一 致 收敛 


10.3.2 ”一 致 收敛 的 判别 法 
 ” 柯 西 准则 是 一 个 在 理论 上 非常 重要 的 定理 , 但 有 时 在 具体 应 用 上 
不 是 很 方便 . 以 下 的 判别 法 在 实用 上 是 比较 方便 的 . 

定理 10.3.2 “” 设 函 数 序列 {f(x)} 在 集合 TC 及 上 有 定义 , 则 
f(z) 马 f(z) (z € 了) 的 充分 必要 条 件 是 lim sup{|fn(z) — f(7)|} = 0. 

证 了 明 必要 性 设 所 (7z) 二 f(z)(z € 1), 则 对 于 ve > 0, 存 
在 NeN, 当 m” > N 时 ,对 一 切 ze7, 有 | 所 (x) 一 了 (zx)| < > 因此 我 
们 有 

0O< sup{lfn(®) - f(o)l} < 3 < 
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此 即 lim sup{ |fn(2) 一 了 (xz)|} = 0. 必要 性 得 证 . 
充分 性 ”由 于 对 于 ve > 0, 存在 NeN, 当 n>N 时 ,有 


sup{ |fn (7) = 
因此 ， 当 n > 时 , 对 一 切 zeJ, 有 
fn(7) — f(z)| < supt |fn (7) "lol 


此 即 户 (z) 所 f(z) (zeE 门 . 证 毕 . 

以 上 定理 告诉 我 们 , 当 我 们 知道 一 个 函数 序列 的 极限 函数 时 , 判 
淋 它 的 一 致 收敛 性 的 问题 可 转化 为 求 上 确 界 以 及 讨论 序列 的 收敛 性 问 
题 , 以 上 的 判别 法 和 被 人 们 称 为 最 值 判 别 法 . 

例 10.3.3 ” 试 讨 论 户 (z)= (z E (—00, +o0),n = 1,2,-...) 
的 一 致 收敛 性 . 

解 ” 对 于 VYz € (一 00, 十 oo), 不 难看 出 f(z) 一 0 (n 一 co). 对 每 
个 固定 的 n, 我 们 来 求 | 所 (7z)| 在 (-oo, +co) 上 的 上 确 界 . 由 于 f(zx) 
是 有 函数 上 且 f(z) > 0 (zx > 0), 因此 只 要 计算 所 (z) 在 zz > 0 时 的 上 确 
齐 即 可 . 

由 

i (1+nez 一 ZI 2n27 1 = 
-rm rn 


得 z= +=， 注意 到 Fo) = 0 和 lim 六 (rz) =0, 知 万 (z) 在 = 取 到 
最 大 值 > 

Te 
因为 


] 
lim sup jz 一 0 = lm — =0, 
”oo 7Ef 一 co, 十 co) mn 一 oo 2n 
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所 以 S30(r E (一 oo, 十 co))， 


2 
1 十 12T2 
例 10.3.4 ”证明 函数 序列 f(z) = n?(e 志 -1)sin 一 (n= 1,2,.….) 
在 fa, 十 co) (a > 0) 上 一 致 收敛 . 
证 明 ”对 每 个 z € [a, 十 oo), 我 们 有 


S11 —— _L_ 
. enzs 一 1 1 1 
Hm fnl ) 记 一 Ce 1 1 二 2 
Th rhb 


注意 到 当 t 一 0 时 , 有 
Ee —1l~t+o(t), sint~t+o(t), 
从 而 当 z e [|a, +co) 且 一 ce 时 ,有 


1 1 1 
es — Tigin—— 
(e ) sin 一 ep 


| ] 1 1 1 
ES i i | 
启 去) 去 (去 )| Wp 


] 1 
n? (ens 一 1) sin 一 - 一 高 一 7 
nz Zz 


因此 我 们 有 


2 1 , 1 ] 
Ti (en 一] 3 一 一 一 
) nr 2 


SUD 
TEla,+oo) 


这 就 证 明了 记 (z) 二 3 yeh on 
对 于 函数 项 级 数 来 说 , 我 们 也 可 以 对 其 部 分 和 序列 利用 定理 10.3.2 
来 判别 其 收敛 性 . 如 我 们 可 以 用 定理 10.3.2 来 讨论 { NV } 从 而 


] 
<n 0 | 
n (as ) 0 (mm 一 oo) 


1 一 也 


十 ce 
可 以 解决 zr 在 (-11) 内 的 一 致 收敛 性 问题. 但 在 一 般 情形 , 要 求 


出 一 个 函数 项 级 数 部 分 和 序列 的 通 项 表达 式 不 是 一 件 容 易 的 事情 , 因 
此 就 很 难 用 定理 10.3.2 来 判别 其 一 致 收敛 性 . 
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对 于 函数 项 级 数 , 我 们 有 以 下 的 概念 . 
十 De 

定义 10.3.1 设 》un(x) 是 定义 在 7 上 的 函数 项 级 数 ， 并 且 
n=] 


二 Go 


十 ao 
》 un(z)| 在 工 上 一 致 收敛 , 则 称 2》_un(z) 在 了 上 绝对 一 致 收敛 


[一 | 入 三 ] 


十 De 
利用 柯 西 准则 , 读者 易于 证 明 , 若 》 "un(z) 在 1 上 绝对 一 致 收敛 


则 它 在 了 上 一 致 收敛 ; 
对 于 函数 项 级 数 , 以 下 的 判别 法 是 经 常用 到 的 . , 
定理 10.3.3 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 ) ” 设 函 数 项 级 数 》 wn(z) 


nt 二] 


在 IC 民有 定义 . 若 存 在 正 数 序列 {JM.}, 使 得 对 每 个 mn < N, 对 一 
切 zeEe 有 


un(T)| < Mn 


十 ec 十 ee 
并 且 》 Mn 收敛 , 则 》 un(z) 在 工 上 绝对 一 致 收敛 


六 一 站 


十 De 
证 明 ”由 于 》 Mn 收敛 , 根据 数 项 级 数 收敛 的 柯 西 准则 , 对 于 


委 二 1 


Ve > 0, 存在 NEN, 当 n>m>NWN 时 ,有 


3 NM. < Ee. 


KK=7n+1 


从 而 对 一 切 z Ee I, 有 


生出 生出 
总 。 wr(Z)| < M. < E， 


k= 二?77t 二 1 Ek 二 Tn 二 1 


路 6 
再 由 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 柯 西 准则 知 》 "wa(z) 在 1 上 绝对 一 致 收 
二 1 
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十 ce 
例 10.3.5 ”证 明 》 zte-"(k >1) 在 [0,+co) 上 一 致 收 化 


人 一 ] 
证 明 “对 每 个 正 整 数 n, 当 z E (0,+oo) 时 ，uwn(z) = zke-naz > 0. 
注意 到 wu,(0) = 0 和 lim zeenz = 0{(n = 1,2,.…), 因此 vw,(z) 
在 (0,+oo) 上 取 到 最 大 值 由 


wu (ZT) ss krk—le—ns PEe 一 ?az 一 小 
k - k 革 
得 z 一 0 和 z ===. 因此 un(z) 在 z= 二 取 最 大 值 er 


由 于 > 当 k > 1 时 收敛, 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 


知 zhe-" 在 [0,+o0) 上 一 致 收敛 


“对 于 不 是 绝对 一 致 收 化 的 函数 项 级 数 , 我 们 有 下 面 的 狄 利克 雷 判 
别 法 与 阿 贝尔 判别 法 . 
定理 10.3.4 ( 狱 利 克 雷 判别 法 ) ” 设 函 数 序列 wn(z)j,vna(z) (n = 
2,.….) 在 TC 民 上 有 和 定义, 并 且 满 足以 下 条 件 : 


十 co 
(1) 》jun(x) 的 部 分 和 序列 在 了 上 一 致 有 界 , 即 存在 M > 0, 使 得 
对 于 Yn>1 及 Vzel 有 


[Sn {2)| < M:; 
不 二 


(2) 对 每 个 ze Ti fun(z)} 关于 n 是 单调 的 , 且 v(x) 二 0(z e 门 
十 De 
则 | > un(z)vn(z) 在 了 上 一 致 收敛 . 


一 


证 明 ”由 条 件 (1), 当 n > mz 1 时 , 对 一 切 x e 了 我们 有 


>》, Wk (2Z) 


天 一 mi 十 1 


一 |9n(z) 一 5m(Z)| < 2M. 


810.3 ”函数 序列 与 函数 项 级 数 一 致 收效 的 判别 法 189 


由 ww(z) 志 0(ze 门 ,对 于 Y>0,3NVeN, 当 mm> N 时 ,对 于 Yzer 
E 

vn (ZT)| < TF 
注意 到 对 每 个 ze 了 fwuk(z)} 关于 n 是 单调 的 , 如 同 数 项 级 数 的 狄 利 
克 雷 判别 法 的 证 明 , 利用 阿 贝 尔 变 换 ( 引 理 7.5.4) 知 , 当 n>m>N 
时 ,对 yzez 有 


>》 UR(T)VE (TL) 


上 二 77t 十 1 


< M (|vm+1(z)| + 2lvn(2)|) < e. 


十 De 
由 柯 西 准则 知 》 un(Z)un(z) 在 IT 上 一 致 收敛 . 证 毕 . 


nO 二] 


定理 10.3.5 ( 阿 贝 尔 判 别 法 ) ” 设 函 数 序 列 w (2),vn(7z) (n = 1， 
2,..) 在 TCR 上 有 定义 , 并 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) Se 在 上 一 致 收 线 ; 

(2) 对 固定 的 zx ET, {vn(z)} 关于 n 是 单调 函数 , 且 {vn,(z)} 在 了 
上 一 臻 有 界 ， 
册 > un(z)un(2Z) 在 了 上 一 致 收敛 . 


=] 


证 明 ”由 条 件 (2), 存在 M > 0, 使 得 对 于 vn 宕 1 及 Yr eT 有 
nm(zZi < M. 


再 由 (1) 及 柯 西 准则 , 对 于 ve > 0,3N € N， 当 n > m > 时 ,对 一 
切 zeI, 有 


>》 了 人) 


后 一 7 十 1 


由 于 {vn(z)} 关于 n 是 单调 的 , 由 阿 贝 尔 变换 ( 引 理 7.5.4), 对 任意 


E 
人 
~ 3M 
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的 n>m>N 及 Yr eT, 有 


TE 


> ur(z)vn (7) 


此 二 7 十 1 


< sn7 om lo)| + 2hon(o))] < e 


再 由 柯 西 准则 知 wn(z)vn(z) 在 了 上 一 致 收敛. 证 毕 


n= 二] 


回忆 一 下 , 在 数 项 级 数 》 a,,b 的 阿 贝尔 判别 法 的 证 明 中 , 我 们 直 


十 Ge 
接 设 单调 序列 {bs} 的 极限 为 b, 然后 对 y、`an(bn -日 应 用 狄 利克 雷 判 


十 oo 
别 法 即 可 得 到 证 明 . 对 函数 项 级 数 F_un(T)vn(7) 而 言 , 对 每 点 z El 
nt 二 1 


Jlim vn(z) 存在 , 因此 我 们 也 有 极限 函数 v(z). 为 了 要 应 用 函数 项 级 数 
的 狄 利 元 雷 判别 法 , 我 们 必须 要 证 明 vi(z) 污 v(z) (zx € 1). 这 个 结论 
是 否 正 确 昵 ? 一 般 来 说 此 结论 是 不 成 立 , 例如 {zx"} 在 [0,1 上 关于 m 
单调 并 且 一 致 有 界 , 但 {z"*} 在 该 区 间 上 并 不 一 致 收敛 . 
十 ce 
， | 人 
例 10.3.6 证明 函数 项 级 数 er 在 


(1) [0, 十 o0) 上 一 致 收敛 : 
(2) 任何 不 含 负 整 数 点 的 闭 区 间 7 上 一 致 收敛 : 


(3) 任何 区 间 I 上 不 绝对 收敛 . 
证 明 ”(1) 对 任意 的 正 整 数 n, 令 un(z) = (--1)”, 则 对 于 x E 
[0, 十 oc), 有 
> uk(T) 之 上]. 
一 1 
令 vn (ZX) = 一 一 On = Ld) 显然 vn (7) 对 一 切 x < [0, 十 co) 均 


是 关于 n 单调 下 降 的 函数 , 且 当 z e [0, 十 o0) 时 , 有 
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(ol<= 一 0 (n— 00) 
因此 对 于 Te [0， 十 coj， 有 


vn(T) 0 (rz€|0,+00)). 


十 oo n 
根据 狄 利克 雷 判别 法 ，》 二 站- 在 0,+co) 上 一 致 收 敏 
(2) 者 团 区 间 IC [0, +o0), 显然 结论 成 立 . 不 妨 设 TC (KK, 一 扩 十 
1), KeN. 如 同 (1), 我 们 容易 验证 : 对 于 YneN 及 Vz € 1,|》 wn(z) 
天 一 1 


1. 当 n > KK 时 , vn(z) 对 于 zz € 卫 均 是 关于 n 单调 上 升 的 且 wu(z) 二 
十 oo 本 
0(z e 了 ). 因此 由 狄 利克 雷 判别 法 , 》 一 在 上 一 致 收 合 


< 


十 De 
(3) 5 一 对 所 有 非 负 整数 的 点 z, 当 n 充分 大 时 , 均 是 正 项 级 


] 
了 十 了 


十 Dec jt 
因此 一 在 任何 区 间 都 不 是 绝对 收敛 


数 ， 且 


1 ET 


十 oo 
例 10.3.7 ”证 明 函数 项 级 数 》 十 在 [1,+co) 上 一 致 收敛 的 充 


十 co 
分 必要 条 件 是 》 十 收敛 . 


证 明 必要 性 是 显然 的 , 现 证 充分 性 . 
设 》 于 收敛 , 在 
n= 二 1 
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中 , 对 于 n = 1,2,:…, 我 们 令 


un) = 2 Vale 


十 De 十 Se 
因为 》 un(z) = 了》 也 收敛 , 故 它 在 [1,+o0) 上 一 致 收敛 ， 由 于 
二 1 nn 三 ] 
{vn(z)} 对 固定 的 x 是 nn 的 单调 函数 , 且 对 于 Yz el[1, 十 00) 及 YneN， 
有 
vn(z)| = [=| <1, 


十 De 
根据 阿 贝尔 判别 法 ，》 池 在 [1,+o0) 上 一 致 收敛 


十 ce 
例 10.3.8 ” 试 讨论 函数 项 级 数 》 (-1)"(1 一 x)z” 在 区 间 [0,1 


上 的 

(1) 一 致 收敛 性 ; 

(2) 绝对 收敛 性 ; 

(3) 绝对 一 致 收敛 性 . 

解 (1) 取 wn(z) = (-D"，w(z) = (一 zz = 1,2,.…), 
则 {ue} 在 [0,1 上 一 致 有 界 , 而 wn(z) 对 固定 的 z 是 n 的 单 


k=]1 


调 下 降 函 数 , 而 且 wu(z) 二 0 (zx e [0,1]) ( 见 例 10.2.2). 根据 狄 利克 雷 
+oo 
判别 法 ， 》_(-—D"( -zz 在 [0,1 上 一 致 收敛 . 


nh 三 1 
(2) 对 于 n= 1,2,…, 也 
rT— rtl 0, 1), 
Sn(z) = 5 -ze = : 7 € [0,1) 


pl r=1. 


注意 当 ze [0,1) 时 ， 


lim Sn(z) = S(z) = z: 
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因此 当 ze [0.1] 时 , 实 |(_Dn(l _ azn| 收敛 , 从 而 原 级 数 在 [0,1] 上 
绝对 收敛 

(3) 继续 使 用 (2) 中 的 记号 . 由 于 在 [0,1) 中 |5。(z) 一 5S(z)| = Zm7 
而 我 们 已 经 知道 {zn} 在 [0,1) 上 不 一 致 收敛 , 因此 (1)"(1 -zj 
在 [0,1] 不 是 绝对 一 致 收敛 的 . 


此 例 说 明了 即使 一 个 函数 项 级 数 在 一 个 区 间 上 一 致 收敛 并 且 绝 对 
收 全 , 但 该 级 数 在 该 区 间 上 不 一 定 绝对 一 致 收敛 . 


§10.4 一致 收敛 的 函数 序列 和 函数 项 级 数 


在 本 节 中 , 我 们 来 讨论 一 致 收敛 的 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 的 极限 
函数 (和 函数 ) 的 性 质 , 并 且 回 答 $10.1 中 提出 的 问题 . 


10.4.1 极限 函数 的 连续 性 


定理 10.4.1 设 函 数 f(z) € Cla,b|(n=1,2,:.….), 且 太 (z) 二 
f(z) (x € [a,b)), 则 f(z) € Cla, bl. 

证 了 明 ” 任 取 zo € [ao 中 ,我们 证 f(z) 在 zo 处 连续 . 对 于 Ye > 0， 
由 于 (2) 污 f(z)(z € [ac 相 ) 所 以 3N EN 当 mn > NN 时 ,对 一 
切 ze [a,b], 有 


71 二 1] 


f(z) — f(z)| < 3 
取 定 no > N( 例 如 取 no = NN 十 1), 由 于 fo(z) 在 xzoe[oa 处 连续 ， 
从 而 存在 5 > 0, 使 得 当 zx Ee U(xo,65) [a,b] 时, 有 
fno(z) — fno(zo)| < 二 
因此 当 x e U(zo,6) 咯 [a,4b] 时 , 有 
f(x) — f(zo)| 
< |f(7) — fro (2)| + [fno(¥) — fnolTo)l + [fnolTo0) — f(zo) 


< EE,. 
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证 毕 . 

注 ”仿照 定理 10.4.1 的 证 明 方 法 我 们 可 以 证 明 以 下 结果 : 设 { 户 (z)} 
是 定义 在 [a, 臣 \{zo} 上 的 函数 序列 , 其 中 zo e [ao 四 如果 f(z) 二 
Fi) (Zz = la, 中 \ {x0}), 并 且 对 每 个 儿 之 1 有 im (7) 一 Cp 则 lim Cn 
存在 , 并 且 有 dm Ne) im en- 

对 函数 项 级 数 , 用 完全 类 似 于 定理 10.4.1 的 证 明 方 法 , 可 以 证 明 


+oo 
定理 10.4.1 设 函 数 un(z) e Cla,bj (n=1,2,…), 且 》 un(7) 


too 
在 [a,9] 上 一 致 收敛 , 则 3 ws(z) 的 和 函数 在 [a,] 上 连续 


二 1 


十 Be 
注 ”用 类 似 的 方法 我 们 还 可 以 证 明 以 下 结论 : 着 Yun(z) 在 TAN 


愧 三 ] 


{zxo} 上 一 致 收敛 , 且 对 每 个 n> 1, 有 lim Un (T) 二 an, 则 > 收敛 ， 


n=1 


二 Go 


日 lim =- > iim Wl = pa 


n=] 


从 定理 10.4.1 我 们 可 知 当 连 续 的 函数 序列 { 疡 (z)}( 即 对 每 个 ”， 
fn(7z) 连续 ) 一 致 收敛 时 , 有 以 下 极限 顺序 的 交换 性 , 即 


dim im > lim im fn(z). 


从 定理 10.4.1 可 知 , 当 连 续 的 本 才 项 级 数 》 wa(2)( 即 对 每 个 n, un(Z) 
连续 ) 一 致 收敛 时 , 有 以 下 极限 号 与 求 和 号 的 可 交换 性 
dim i [= » dim un(T). 


我 们 曾经 多 次 指出 , 函数 连续 是 一 个 局 部 性 的 概念 . 换 句 话说 , 函 
数 f(z) 在 z = zo 处 连续 仅 与 f(z) 在 zo 附近 的 函数 值 有 关 ， 因 此 
在 一 个 连续 函数 序列 在 zo 的 一 个 邻 域内 一 致 收敛 到 f(z)( 此 时 也 称 它 
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在 zo 处 是 局 部 一 致 收敛 的 ), 则 f(z) 在 zo 处 连续 . 在 数学 的 一 些 分 
支 中 , 以 下 内 闭 一 致 收敛 的 概念 经 常用 到 . 


十 oo 
定义 10.4.1 设 函 数 序列 {f(zx)} Gi BE) 在 


二 1 


十 De 
区 间 了 上 有 定义 , 若 对 任何 的 闭 区 间 [a,b] c I, {fn(2)} (三 


二 ] 


在 fo 中 上 一 致 收敛 , 则 称 {f(z)} (| 在 7 内 闭 一 致 收敛 


读者 不 难 证 明 , 对 于 开 区 间 工 来 说 , 内 闭 一 致 收敛 等 价 于 局 部 一 
致 收敛 . 因此 我 们 有 

推论 (1) 设 函 数 f(z) s Cla,b) (n=1,2,…) 且 {f(z)} 在 (a,) 
内 闭 一 致 收敛 于 f(x), 则 f(x) € Cla, 吕 ); 


十 De 
(2) 设 函 数 wn(z) es C(a,b), 且 》 un(z) 在 (a,b) 内 闭 一 致 收敛 ， 


n=]1 


则 3-un(z) 的 和 函数 在 (o,b 内 连续 


三] 


我 们 前 面 已 经 知道 {zx"7} 在 (-1,1) 内 闭 一 致 收敛 ,从 而 它 的 极限 
函数 0 在 (-1,1) 中 连续 . 
例 10.4.1 设 {an} 是 一 个 单调 序列 且 lim an = 0, 证 明 级 数 


十 oo 十 oo 
>》 an cosnz 与 ,vn sinnz 的 和 函数 在 (0,2r) 内 连续 . 


入 三 二 也 一 荆 


证 阴 对 于 vn EN, 令 


win 和) = An Unlz) = cosnz. 


十 ee 
下 面 证 明 》wn(z)un(z) 在 (0,27) 内 闭 一 致 收敛 ， 事实 上 , 任 取 闭 区 


n=] 


间 [6o,2r 一 5b0](50 > 0), 对 于 vn e N, 我 们 有 
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in (n+ 二 ) = i 
| 和、 /21 


2 sin ~ sin — 
< 2 


Sm 
ee 


Th 
》 cos kz 
k=1 


由 于 wn(7) 与 7 无关, {un(x)} 关于 n 单调 且 在 [io,2r -~ bo] 上 一 致 
十 Do 
趋 于 堆 , 根据 狄 利克 雷 判别 法 , > an cosnz 在 [6o, 2r 一 60] 上 一 致 收敛 . 


由 于 an cosnzx € C(~00, 十 00) (n = 1,2,….), 因此 
+ 上 0 
an cosnz E Cl6o0, 27 — 60]. 


nt 二] 


由 60 的 任意 性 , 我 们 有 TR cosnz € C(0, 27). 


利用 
COS (n+ 引 jz-a 
k 5 入 9 
> ,sin kz 二 一 一 一 一 一 
天 一 1 “sim 


十 De 
同 理 可 证 》 an sinnz € C(0, 27). 
旋 三 二 


值得 指出 的 是 , 定理 10.4.1 及 定理 10.4.1 都 是 给 出 了 极限 函数 连 
续 的 充分 条 件 . 容易 举 出 例子 来 说 明 这 些 条 件 不 是 必要 的 , 例如 f(x) = 
nze—n® (n= 二 1,2,…) 在 [0,1 上 护 扣 收敛 到 连续 函数 0, 但 它 在 [0,1 上 


十 Do 
不 一 致 收敛 ; 又 如 函数 项 级 数 (1 - z?)z" = 1+ zz e (-1,1), 其 和 


元 三 人 0 


函数 在 (1,1) 内 连续 , 但 该 函数 项 级 数 在 (一 1,1) 内 不 一 致 收敛. 

下 面 的 狄 尼 定理 告诉 我 们 , 如 果 附 加 一 定 的 条 件 , 我 们 可 以 从 点 收 
敛 推 出 一 致 收敛 性 

定理 10.4.2 ( 狄 尼 (Dini) 定理 )” 设 函数 f(z)(n = 1,2,…) 在 区 
间 [a,8] 上 连续 , 且 对 于 vz € [a,4| 及 vn EN 成立 (7) < 所 41(7), 再 
设 对 于 Vz e [a,9, 有 lim fn(z) = f(z)( 即 {fn(z)} 是 点 点 收敛 的 单调 
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函数 序列 ), 则 f(z) 在 区 间 [a,9] 上 连续 的 充分 必要 条 件 是 
fn(2) 3 f(z) (x € a,b)). 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 , 现 证 必要 性 . 我 们 用 反 证 法 , 倘 者 {f(z)} 
在 [a,9| 上 不 一 致 收敛 于 f(z), 则 3so > 0, 对 于 YN e N, 总 存在 ww > N 
及 elai, 使 得 

frr ) — f(z)| 2 é0. 
因此 存在 趋 于 无 穷 的 正 整数 序列 {nx} 及 序列 {zn,} C [a,0], 使 得 
Zn ) 有 之 E0. 
我 们 不 妨 设 z。 一 zo € [wj( 一 oo). 由 户 (zo) 一 f(zx0) (n 一 00), 对 
于 e= 于 ,存在 Ne RN， 当 n > NN 时 , 有 
fn (to) — flzo0)| < €. 
取 no = 二 N+1, 再 由 户 (rz) 及 f(z) 的 连续 性 , 35 > 0, 当 x EUV(zo,o)n 
[a,b] 时 , 有 
(2z) — f(zo)| <e RK [fnolr) — fnolTo0)| < €. 
现任 取 一 个 nj > no, 使 得 |z。 一 zo| < 6, 则 有 
fno (Tn ) < fn (Tn ) < f (Tn ). 
因此 有 
tO < fn (Tr ) f(wn, )| < fno (Tn ) Zn )| 
< |fno(Tnx) — fno(To)| + [fno (zo) — f(zo)| + |f (zx0) 一 cn 
了 
< EE 二 了 50， 

此 矛盾 便 证 明了 必要 性 . 证 毕 . 


由 函数 序列 的 狄 尼 定理 , 我 们 容易 推出 下 述 关 于 函数 项 级 数 的 狄 
尼 定 理 . 
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十 De 
定理 10.4.2'” ( 狱 尼 定理 ) ” 设 函 数 项 级 数 》 wn(z) 在 区 间 [oa, 吕 


nt 三] 


十 oo 
上 收敛 , 并 且 对 于 Yn e Nun(z) 在 [a,9] 上 连续 且 非 负 , 则 >》 an(z) 


十 De 

的 和 函数 在 [ae, 上 连续 的 充分 必要 条 件 是 》 un(z) 在 [a,9] 上 一 致 
n= 三] 

收敛 . 


注 ”在 狄 尼 定理 中 , 闭 区 间 不 能 改 为 开 区 间或 无 穷 区 间 , 请 读者 
目 己 举例 说 明之 . 


十 De 
例 10.4.2 证明 ye" 在 (0,1) 内 一 致 收 化. 


n=l 1+ |lnln— 
时 用 
证 阴 ”对 于 n=1,2,.…, 令 
Un(T) = 2" ms (x € (0, 1)). 
1 十 Inln ~ 


我 们 有 sm an (x)= 二 0 和 lim Tan{ = 0. 亿 


0, x = ,1, 
Un(T) = | 
一 Un(Z)， TE (0, 1), 


则 二,(z)(n = 1,2,…) 在 [0,1] 上 连续 、 非 负 , 且 


0, + 
二 | 
> Ux(z) = -一 一 = ZE (0,1). 
Ee 1 十 linin | 
T 
因此 我 们 有 
0, 了 一 Ww 
十 ce 1 
2 in(?) 一 -一 一 一 二 r € (0,1). 
和 1 十 inin ~ 
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容易 看 出 它 在 [0,1] 上 连续 .由 定理 10.4.2'′ 知 3 在 [0,1] 一 


致 收敛 ， 从 而 > 在 (0,1) 内 一 致 收敛 ， 即 > > 
ss +|nmz| 
在 (0, 1) 内 一 致 收敛 . 
读者 可 以 验证 , 例 10.4.2 中 的 函数 项 级 数 不 能 用 魏 尔 斯 特 拉 期 M 
判别 法 来 证 明 它 是 一 致 收敛 的 . 


10.4.2 ”极限 函数 的 积分 
对 于 [a,6] 上 可 积 函 数 序 列 {f(z)}, 设 它 在 [a,8] 上 一 致 收敛 到 其 
极限 图 数 f(z), 我 们 来 研究 f(z) 在 [a, 引 上 的 可 积 性 . 我 们 有 以 下 的 
定理 . 
定理 10.4.3 ” 设 函 数 f(z)(n = 1,2,…) 在 [ob 上 可 积 , 且 
所 (7) 马 f(z) (z Ea, 则 f(x) 在 [a,b| 上 可 积 , 并 且 成 立 
b 
lim 人 jdz= 三 /oaz= | im fn(z)dsy. 
证 明 对 于 ve > 0, 由 所 (7z) 二 f(z)(z e [oa 可, 存在 Ne RN 
当 n > N 时, 对 于 Yz e [a, 相 有 
E 
[fn(7) — f(z)| < a0 a (10.4.1) 


特别 地 , 取 no = NN 十 1, 则 fo(z) 满足 (10.4.1) 式 . 由 fro(z) 在 [ac 
上 可 积 , 从 而 存在 [a, 4 的 分 割 


Qa= To <TX1 < < Tn = b, 


者 记 AZzi = Ji 一 Ti_1(t 一 A wi , 1), 则 有 
wilfno) AT < a 
i=] 了 


其 中 我 们 用 wi(g) 表示 函数 g(z) 在 [zxi-1, zi(i=1,2,… ,n) 上 的 振幅 . 
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对 zz efzi azil, 由 (10.4.1), 我 们 有 
|f (72) — f(r”)| 
< |f(7) — fro(2)| + |frno (2) — fno(w" 十 | 万 oz) — f(x’). 
由 上 式 我 们 推出 


2E 
wi(f) & wilfrno) + 3 a) 
因此 我 们 有 
一 | 2e(b— a) 
2 (f)Ax; < = > wooAn+ 3(b a a) 
E dE 
a 


这 束 证 明了 f(x) 在 [a, 中 上 可 积 . 再 由 (10.4.1), 当 n> N 时 ,有 


/ fn(z}dz 一 / f Peo 


~b 
mk 


< 5 (到 a0 a a) 一 E， 
因此 有 ， 
Lim 上 fn(r)}dr = | f(z)dz. 
证 毕 . 
同 理 可 证 下 面 的 定理 . 


定理 10.4.3' 设 函 数 wu(z) (n = 1,2,…) 在 区 间 Ia, 映 上 可 积 ， 
且 a 在 [a, 引 上 一 致 收敛 , 则 > 的 和 函数 在 [a,5b| 上 可 


二] 


积 , 并 且 成 立 


b /To 十 ce 
/ bo) dz 一 >》 fu Un(T)d7. (10.4.2) 
* \n=1 


nn 三 1 
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十 De 
为 了 方便 起 见 , 当 (10.4.2) 成 立时 , 我 们 也 称 函数 项 级 数 \、uwn(z) 


可 在 fo 中 上 逐 项 积分 
例 10.4.3 证明 : 当 ze (-1,1) 时 , 成 立 以 下 等 式 : 
es 信之 人 十 了 
一 2 十 1 
证 明 设 f(z) = 2 则 当 |z| < 1 时 , f(x) 是 以 下 几何 级 数 
的 和 函数 : 
f(z) = - -yam 
入 二 0 
由 于 其 部 分 和 序列 


区 十 2 


—、 op 1—Z 
Sn(®) = Oe = a (n=1,2,.) 


在 (-1,1) 内 闭 一 致 收敛 到 ;一 -5z, 因此 对 固定 的 > € (一 1,1), 该 函数 
项 级 数 可 在 [0,z] (x > 0) 或 本 0] (x < 0) 上 逐 项 积分 . 因此 有 


SS 2n+1 


1 1 十 工 Bn 
~ ]r a dt = 
DT /这 1—# -> 2 ,an FT 


1 十 De 
解 ” 对 于 vze[0,1| 及 n=1,2,:…, 有 


7 L 
人 
n(n+z) 72 


因此 Dr 在 [0, 1] 上 一 致 收敛 . 由 定理 10.4.3 我 们 可 以 对 该 
ed 
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< < 1 
Fe .PE 二 
> / or > / (2 Ts) 本 


二 1 1 


+oo [1 = 
= 让 nL +) + In = lim -aa+n 


n= 二] 
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在 本 小 节 中 , 我 们 研究 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 逐 项 求 导 组 成 的 孙 
数 序列 (函数 项 级 数 ) 的 敛 散 性 问题 . 在 这 里 我 们 注意 到 以 下 的 一 个 事 
实 : 即使 一 个 函数 序列 {f(z)} 中 每 个 函数 在 区 间 I 内 都 有 连续 的 
导 函 数 f(x), 且 {f(z)} 在 区 间 7 上 一 致 收敛 , 也 不 能 保证 {f(x)} 
在 区 间 了 上 一 致 收敛 , 甚至 不 能 保证 {f(z)} 在 区 间 IT 上 的 点 收敛 
性 . 这 是 因为 一 个 函数 的 原 函 数 可 相差 一 个 常数 的 缘故 . 要 使 得 相应 
的 {f(z)} 收敛 , 则 必须 要 求 {f(z)} 至 少 在 T 上 的 一 个 点 上 是 收敛 
的 . 我 们 有 以 下 定理 

定理 10.4.4 “” 设 函数 f(z)(n = 1,2,…) 在 区 间 [a, 上 可 微 , 且 
满足 

(a) 存在 Xo € |a, 是， 使 得 lim fn (20) 存在 : 

(b) f(x) 3 g(7) (x € la, 0)), 
则 我 们 有 以 下 结论 : 

(1) 存在 [oa 中 上 的 函数 f(z), 使 得 f(x) 沪 f(z) (ze [a, 0]); 

(2) f(z) 在 [a,3] 上 可 微 (端点 单 侧 可 微 ), 并 且 f'(z) = g(x), 即 


lim f(z) = [lim fn(z)] . 


证 明 ”我 们 主要 利用 柯 西 准则 来 证 明 上 述 结论 . 对 于 ve > 0, 由 
lim fn(z0) 和 存在 和 f'(z) 3 g(r) (zr € la,b)) , AN EN, 当 n>mzN 
时 , 有 

f(z0) — fm(zo)| < 5: (10.4.3) 
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并 且 对 Yz e [a,b|, 有 
和 四 一 所 Ga < Zp): 
对 任意 n> m 宕 N, 对 所 (2z) 一 fm(7z) 在 zo 与 z 之 间 应 用 拉 格 朗 日 微 
分 中 值 定理 知 : 在 zo 与 x 之 间 存 在 &, 使 得 
[fn (2) — fm (2)] — [fr (zo0) — fm(zo)] 
= |f5.(é€) — fhn()liz — zol 


TT— zol .Ee 
和 人 (10.4.5) 


因此 对 于 vz e [ca 中 , 由 (10.4.3) 和 (10.4.5) 得 


|fn(2) fm(7)| 
< |[fn(z) — fm(72)] — [fn (x0) — fm(zTo)]| + |fn(zo) — fm(ro) 


E EE 
去 一 一 一 
S7 3 


由 柯 西 准则 知 {f(z)} 在 [ce 刀 上 一 致 收敛 从 而 存在 [a,8] 上 的 孙 
数 f(z), 使 得 f(z) 冯 f(z)(z e [a, 可 ), 即 (1) 得 证 . 
为 了 证 明 (2), 对 于 Yz* € [a,9], 对 n= 1,2,.…， 令 


(10.4.4) 


in(z) = Pf (sf 0), hae*) = fe) 
ha) = LH) (#2°), 
则 h(x) 在 [oa, 如 上 连续 . 现在 我 们 证 明 {hn(z)} 在 [a,b \ {zx*} 上 
致 收敛 到 h(x). 
事实 上 , 从 (10.4.5) 的 证 明 过 程 中 可 以 推出 , 对 于 ve > 0, 3N EN 
EN bo \ {z*}+, 有 


Ihn (2) — hm(T)| < [fn (2) — fm(£)]| — [fn(7°)- nz | 


pr 
EE 
< 70 二 0 
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因此 hn(zx) 在 [中 \{z*} 上 一 致 收敛 到 h(z). 注意 到 lim.hn(z) = 
所 (z*)， 由 定理 10.4.1 后 的 注 , 我 们 有 f'(z*) = lim. h(z) 存在 ,并 
且 f(z*) = lim 所 (z*). 由 z* € [a,4] 的 任意 性 , 因此 (2) 成 立 . 证 毕 . 
对 于 函数 项 级 数 , 我 们 有 
定理 10.4.4 。 设 函 数 wun(z) (n = 1,2,…) 在 区 间 fc, 中 上 可 微 ， 
且 满 足 : 


(a) 存在 zo e fw, 中 使 得 y "un(zo) 收敛 


十 oo 

(b) >》_uts(z) 在 fw, 引 上 一 致 收敛 ， 

则 

十 口中 

(1) >》 an(z) 在 [a,8] 上 一 致 收敛 
nn 三 1 
十 De 

(2) >》 un(z) 的 和 函数 在 fa,b| 上 可 导 , 并 且 


元 二 1 


oo 十 De 
(03 = 》 wu,(7). (10.4.6) 
外 一 | n=1 
同样 为 了 便于 叙述 ， 当 (10.4.6) 成 立时 ， 我 们 称 函 数 项 级 数 
十 ee 
》 un(z) 可 在 [cb 上 逐 项 求 导 数 (或 逐 项 可 微 )， 


和 二 ] 


注 ”由 于 函数 可 微 也 是 一 种 局 部 性 质 , 因此 要 讨论 函数 序列 的 极 
限 沙 数 的 可 微 性 只 需要 求 该 函数 序列 点 乓 收敛 , 其 导 函 数 序列 内 闭 一 
致 收敛 即 可 . 显然 , 对 于 函数 项 级 数 也 有 类 似 的 结论 . 


二 Go 
例 10.4.5 证明 > 二 在 (1, +co) 上 无 穷 次 可 微 
n=1 


+o0 
证 明 ” 任 取 jo > 0, 我 们 已 经 知道 > 二 在 (1 + io, 十 co) 上 一 致 
名 王 ] 
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收 敏 由 于 
一 EG eo) 


nz 
并 且 对 于 Vx € (1 十 60, 十 oc0), 有 
二 
nr 


Inn 
nlt+do : 


Go 


二 CO 
注意 到 5 - 卫 % 收敛 , 因此 》、 
n=1 n= 二 1] 


Dn 在 (1 + 560,400) 上 一 致 收敛 


nn 


十 oo 
由 定理 10.4.4 知 》) 二 的 和 函数 在 (1 + fo,+co) 上 有 连续 的 导 函 数 


私 三 】 


TT 


十 Do 十 ce 1 2 
由 于 》 一 上 2 逐 项 求 导 后 得 到 的 函数 项 级 数 》` 卫 2 仍然 在 
t= 三] n=] 
OO 
(1 十 650; 十 90) 上 一 致 收敛 , 所 以 > 二 的 和 函数 在 (1 + 6o, +oo) 上 有 连 
十 oo 
续 的 二 阶 导数 . 依次 下 去 知 ,) 一 的 和 函数 在 (1 + 50,+oo) 上 具有 任 
元 三 1 


十 oo 
意 阶 导数 . 再 由 bo 的 任意 性 , 知 》 -二 的 和 函数 在 (1,+co) 上 无 穷 次 


可 微 | 
利用 函数 项 级 数 , 我 们 可 以 构造 许多 具有 特殊 性 质 的 函数 
例 10.4.6 ” 设 {zm} c [oil 是 一 个 各 项 互 不 相同 的 序列 ,证 


十 oo 
明 5 39 如 一 29) 的 和 函数 当 且 仅 当 x 一 zn (n=1,2,…) 时 不 连续 
证 明 ”首先 注意 到 , 对 任意 的 nn 及 ze I0,1], 有 


sgn(T 一 zn) 1 
| 
2 A 
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十 ee 十 oo 
由 于 》 六 收敛 ,因此 》 e529 在 [0,1 上 一 致 收敛 . 对 于 vk e 
n=] 


玫 一 ] 


N, 该 函数 项 级 数 中 仅 有 一 项 SEE 1 在 z= zx 处 不 连续 , 而 其 他 


项 均 在 z = zj 处 连续 . 因此 》 的 和 函数 在 z = zk 处 不 
连续 

当 zo 4 {zn} 时 , 由 于 该 函数 项 级 数 每 一 项 都 在 z = zo 处 连续 
从 而 ys 人 za) 的 和 函数 在 x = zo 处 连续 . 证 毕 ， 

法 “ 若 在 上 例 中 , 将 符号 函数 sgn () 换 为 


z2 sin 二 zt#0, 
f(z) = 
0, T = 00, 


十 oa 
9(Z) = et 

则 可 证 明 g(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 但 g'(z) 在 z=zn < |[0,1(n=1,2,…) 
处 不 连续 , 而 在 [0, 1] 中 的 其 他 点 连续 . 

历史 上 有 许多 人 曾经 认为 一 个 连续 函数 仅 有 可 能 在 一 列 点 上 是 不 
可 导 的 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 利用 函数 项 级 数 首 先 构造 出 了 一 个 处 处 不 可 导 
的 连续 函数 .后 来 , 人 们 借助 函数 项 级 数 构造 了 一 些 更 为 简单 的 处 处 
不 可 导 的 连续 函数 的 例子 , 如 V. D. Waerden 构造 了 以 下 例子 . 


记 函 数 f(z) = |z|,T € 到 引 然后 记 将 f(z) 以 1 为 周期 延 拓 
to0 Frdmr 
到 (-oo,+oo) 上 的 函数 为 f(z)， 则 3 全 的 和 函数 是 


= 二] 


(一 00,; 十 oo) 上 的 一 个 连续 函数 , 但 它 在 (一 00, 十 oc) 上 处 处 不 可 导 . 


习题 十 ”207 
由 于 这 个 事实 的 证 明 较 为 复 洒 , 我 们 在 这 里 省 略 之 . 

习 题 十 
求 出 下 珊 函 执 项 级 数 的 收 倒 域 : 


(1) Dns (5 7) 


2. 求 下 列 函 数 序列 { 户 (z)} 并 讨论 在 给 定 的 区 间 上 
是 否 一 致 收敛: 

六 (2 一 ZL 一 zj) x € [0,1l. 

【2 miTe-nz ,xE (一 co, 十 00). 

(3) 户 (z) = nm2ernz ,x Ela,+o0), 这 里 a > 0. 


(4) f(z) = 二 区 z € [0,1]. 

(5) 户 (z) = nz — 2*)", x € [0,1]. 

(6) f(z) = sin -< (a) ze [a,bl; (b) z € (一 oo, +00). 
(7) f(z) = eT a > 0, ze(-co+eo) 


(8) fn(7) = (sinz)™ , oa > 0, x € [0,7). 
3. 讨论 下 列 函 数 序列 或 函数 项 级 数 在 指定 区 间 的 一 致 收敛 性 . 


(1) (re 加 cs ZE (0, 1); 


oo 
] 
(2) dn Z € (~—00, +00); 


(3) ee rE [0, +00): 


nn 二] 


二 06 nn 
(4) » 9 ~, XT E (—00, +00); 


me 
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(5) tjntz) = n°z(1 — 2)"}, a Ee R, ze |[0,1; 
十 ec 
(6) > QO > 0, 人 {一 00, 十 00). 


4. 设 函 数 f(z) = az+b 其 中 a,b 是 实数 , 且 0 <a< 1. 记 户 (z) = 
ff (72), fn(7) = ffn-1(7)) (n = 3,4,.…). 证 明 : 

(1) {fn(z)} 在 任意 闭 区 间 上 一 致 收敛 ; 

(2) {fn(Z)} 在 (一 00, 十 00) 上 不 一 致 收敛 


二 OO 
5. 设 数 项 级 数 》 |on| < +oo, {bw} 是 有 界 序列 , 证 明 函 数 项 级 
入 一 ] 


十 Do 
数 >》 bn sin anz 在 (一 00, 十 oo) 内 闭 一 致 收敛 . 


6. 设 连续 函数 序列 {f(z)} 在 区 间 [0, 1] 上 一 致 收敛 , 证 明 {ef"(z)} 
在 上 ,1 上 也 一 致 收效 , 

7. 设 连续 函数 序列 {f(z)} 在 区 间 Ja, 中 上 一 致 收敛 到 连续 函数 
f(z), f(z) 在 [ow 上 无 零点 . 证 明 : 存在 NeN, 当 n>N 时 ， 户 (z) 
在 [a,b| 上 也 没有 和 零 后 . 

8， 设 函数 序列 {所 (7z)}, {gn(z)} 在 区 间 I 上 同时 成 立 f(z) 与 
f(z) 和 gn(7z) 冯 9g(z), 并 且 {fn(z)} 和 {gn(z)} 均 是 一 臻 有 界 的 . 证 明 
在 区 间 了 上 f(z)gn(7) 3 f(z)g(7). 

在 区 间 (0, 十 co) 上 考虑 例子 所 (7) = x(n = 1,2,:…), gn(7) = 
On 二 1,2,…), 证 明 f(z) 污 7 gn(7z) 汉 0 但 抽 (z)gn(z)(n 
1,2,… ) 在 (0, 十 oo) 上 不 一 致 收敛 到 0. 

9. 举例 说 明 在 犹 尼 定 理 (定理 10.4.2) 中 如 果 将 有 界 闭 区 间 换 成 
开 区 间或 无 穷 区 间 , 则 结论 不 一 定 成 立 . 

10. 设 {所 (7)} 是 [0,1 上 的 连续 函数 序列 , 并且 满足 f(z) 一 
了 f(z)(n 一 oo), 序列 {zn} c [0,1] 满足 rn 一 zoln 一 00). 

(1) 试 举 例 说 明 : 当 一 o0 时 ， 所 (zn) (nm = 1,2,.…) 未 必 收 敛 
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到 f(zx0); 
(人 ) 设 廊 (z) 志 Fo,ze00,1, 证 明 必 有 f(zn) 一 jzo) (n 一 00). 


oo 
11. 设 数 项 级 数 》 -2 (zo < R) 收敛 , 证 明 : 
n= 二 1 


二 Go 


十 co 
Cr Un 
lim 》 -一 一 > . 
T—*r0o+0 yh ro 
n=1 记 三 ] 


12. 证 明 : 函数 序列 {f(z)} 在 (a,5b) 内 局 部 一 致 收敛 的 充分 必要 
条 件 是 它 在 (a,b) 内 闭 一 致 收敛 . 
13. PE : 


1) f(z) = > enz，2Z E (0, 十 coj) 


(2) zj = Dr 工人 (一 co, +00); 
人 1 

(3) /0 =>: ( ” ) ,TE 31 

14. 求 下 列 极 限 : 


Ee l/l1-z\" 
(D2 吉 (2$); ©® en (3) 
15. 证 明 下 列 函 数 是 Cee 的 : 

十 Oo 
(1) jz) = Ne 7 E (0, 十 00), 这 里 a 是 一 实数 ; 


和 三 ] 


+oo 
(2) f(z) = 》 sinnze-"”, x € (0,+o0). 
16. 证 明 函数 序列 f(z) = (1+ 二 ) (n=4,2,…) 在 [0,1] 上 一 
致 收敛 , 并 求 极限 , 
lim (1 十 二 ) dz. 


T+ On 
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17. 设 沙 数 f(z) (n = 1,2,…) 在 任意 的 闭 区 间 [o, 引 上 可 积 , 并 
且 {所 (zx)} 在 (一 00, 十 oo0) 内 闭 一 致 收敛 到 f(z); 再 设 存在 函数 g(x) 满 
是 : 
fn(7)| < 9(7) (n=1,2,.. ;2 € (~00,+00)), 


十 oo 十 co 
且 人 g(zX)dz < 十 co. 证 明 : 无 努 积 分 / f(z)dz 收敛 , 并 且 


十 oo 十 cc 
Jim fro)dr= 人 f(z)ds. 
18. 设 函 数 f(x) (n=1,2,…) 在 [0,1] 上 连续 , 且 函 数 序列 {f(z)} 
在 [0,1] 上 一 致 收敛 到 f(x). 证 明 : 
1 1 
名 人 ldz= 人 To 


19. 对 区 间 [0,1] 上 的 函数 序列 f(z) = nxze~"? (n= 1,2,-:…), 确 
定 参 数 a 的 范围 , 使 得 
(1) 户 (z) (n= 1,2,…) 在 {0,1] 上 一 致 收敛 ; 


(0) lm | fra)dr = fim frlv)dr 
20， 设 函 数 wn(z) (mn = 1,2,…) 在 区 间 [a,6] 上 单调 , 并 且 级 
二 90 十 De oo 

数 》_ un(a) 与 》 un(b) 绝对 收敛 ,证明 级 数 》 wn(z) 在 [a,9] 上 


绝对 一 致 收敛 
21. (1) 设 f(x) 在 区 间 了 上 可 寻 , 且 f(x) 在 了 上 一 致 连续 . 证 


明太 (rz)=n | (+ -7 (n= 二 1,2,.…) 在 I 上 一 致 收敛 


(2) 证 明 所 (7z)==n (y+ = 一 V5) (n = 1,2,:…) 在 (0, 十 co) 内 
闭 一 致 收敛 , 但 在 (0, +oo) 上 不 一 致 收敛 . 
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十 oo 
22. 证 明 》 ze-"z 在 [0,+co) 上 不 一 致 收敛 . 


7 二 ] 


23. 设 在 [-1,1] 上 定义 的 非 负 连续 函数 序列 {f(z)} 满足 : 
1 
(D 对 vn, / flr)dr = 1; 


(2) 对 任意 的 5 > 0 fn(z) 二 0,z €[-1, 一 0] U1[6,1. 
再 设 g(z) e R[--1,1] 且 在 x = 0 处 连续 . 证 明 : 


a | fn(T)g(z)dz = g(0). 


24. 对 于 函数 序列 f(z) = =e-2zz (n 一 1,2,…), 证 明 在 (一 oo, +oo) 
上 有 : | 

(1) {fn(7x)} 一 致 收敛 到 0; 

(2) {所 (z2)} 点 点 收敛 到 0, 但 不 是 一 致 收敛 . 

25. 试 华 一 个 函数 厅 列 {f(z)}, 使 得 它 满 自 以 下 性 质 : 

(1) {fn(Z)} 在 (一 00, 十 00) 上 一 臻 收 伍 ; 

(2) {fn(Z)} 在 (一 00, 十 oo) 上 处 处 收敛; 

(3) {fn(7)} 在 (一 00, 十 oo) 上 不 一 致 收 合 . 

26.， 设 [0,1 上 的 连续 函数 序列 {f(z)} 点 收敛 到 f(z), 试 证 
明 万 (z) 二 f(z)(z e [0,1]) 的 充分 必要 条 件 是 {所 (z)} 在 [0,1] 上 
是 等 度 连续 的 ， 即 对 于 Ye > 0,36>0, 当 x,x"e€el[0,ll| 且 |zx’-x"|<56 
时 , 对 于 Yn 之 1, 有 |fn(2) 一 fn(2")| < e. 

27， 设 函数 f(z) (n = 1,2,…) 在 [0,1] 上 具有 连续 导 函 数 , 并 
且 { 户 (zy 在 10,1] 上 一 致 有 界 . 证 明 : 如 果 {f(z)} 在 区 间 [a,9] 上 
点 点 收敛 到 f(z), 则 {所 (2)} 在 [a,b] 上 必定 一 致 收敛 到 f(z)， 
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十 Do 
形 如 》,an(z 一 zo)"( 其 中 zo,an < 下 ) 的 函数 项 级 数 称 为 震级 数 ， 


nh 二 0 


对 任意 的 正 整 数 n, 这 类 级 数 的 前 ”项 部 分 和 5 = yok(z _ zo)* 是 


k=0 
一 个 至 多 为 mn 次 的 多 项 式 . 因此 从 某 种 意义 上 说 , 容 级 数 是 一 种 最 简 
单 的 函数 项 级 数 . 在 函数 项 级 数 中 , 无 论 在 理论 上 还 是 实际 应 用 中 , 窜 
级 数 都 是 最 重要 的 函数 项 级 数 之 一 . 在 许多 后 续 课 程 学 习 过 程 中 , 我 们 
还 将 常 弟 过 到 项 级 数 . 一 个 函数 f(z) 者 能 展开 成 虹 级 数 , 该 函数 也 称 
为 实 解析 的 . 我 们 将 会 看 到 实 解析 函数 比 C™ 函数 (无 穷 次 可 微 的 函 
数 ) 具有 更 好 的 性 质 . 在 本 章 中 , 我 们 将 系统 介绍 备 级 数 的 理论 . 


811.1 到 级 数 的 收敛 半径 与 收敛 域 


11.1.1 器 级 数 的 收 全 半径 与 收敛 域 
对 只 级 数 


十 ec 
>》 an(z 一 Zo) 一 ao 十 ai(z 一 Zo) 十 aa(z 一 Z0) 十 …:， (11.1.1) 


元 二 


作 变 量 人 替换 t = zx 一 xo, 则 该 医 级 数 可 化 为 


二 0 
jant” = a0 + a1t + a2t? + , 


i 二 0 


因此 我 们 不 妨 在 (11.1.1) 中 假定 zo = 0. 所 以 我 们 将 主要 讨论 形 如 


十 De 
Yanz” = a0 二 +aT 二 azT” 十 :… (11.1.2) 


n=0 
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的 寡 级 数 . 显然 当 xz = 0 时 , (11.1.2) 是 收敛 的 . 
十 ee 
例 11.1.1 “” 求 千 级 数 》n"z" 的 收敛 域 


7 三 0 
+oo 
解 ” 当 xz = 0 时 , 由 于 》n"z" = 00 = 1, 因此 该 赛 级 数 是 收 
n=0 
十 De 
敛 的 . 当 xz 关 0 时 , 由 于 im |In"z"| = 十 co， 从 而 .in 发 禹 . 因 


元 二 


二 oo 
此 ?nan 的 收敛 域 为 {0}. 


祁 二 0 


二 oo 
例 11.1.2 ”求知 级 数 > z" 的 收敛 域 


各 二 人 0 


解 ” 由 几何 级 数 的 性 质 知 ' 当 |z| < 1 时 , 该 帘 级 数 是 收敛 的 . 
+coo 
当 |z| 宇 1 时 , 由 lim 2" #0, 推 知 该 暴 级 数 发 散 . 因此 > z" 的 收敛 


ni 二 0 


域 为 (一 1,1). 
十 ce mm 
例 11.1.3 。 求 宕 级 数 》 ,一 的 收敛 域 


作 一 ] 
解 当 lzl<1l 时 ,由 
到 < 
知 该 医 级 数 收敛 . 当 z = 一 1 时 , 它 是 一 个 交错 级 数 , 并 且 通 项 起 于 零 ， 
由 此 可 知 此 时 该 项 级 数 是 收敛 的 . 当 z = 1 时 , 它 是 调和 级 数 , 因此 该 
暴 级 数 发 散 . 当 jz| > 1 时 , 由 于 lim 一 = co, 从 而 访客 级 数 发 散 , 因 


十 oo _ hn 
此 > 一 的 收敛 域 为 [一 1, 1) 


入 二] 


十 oo n 
例 11.1.4 ” 求 军 级 数 》 二 的 收敛 域 


1 二 1] 


解 如 同上 题 , 易 知 当 jz| < 1 时 , 该 医 级 数 收 敛 ; 当 lz| > 1 时 ， 
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该 过 级 数 发 散 ; 而 当 x = 士 1 时 , 显然 该 苗 级 数 收敛 , 因此 
敛 域 为 [1,1]. 
例 11.1.5 ” 求 寡 级 数 > ~ 的 收敛 域 
解 ”对 于 Yz 关 0， 我 们 有 


zi lar tl， 
mn 一 co (人 十 1 ni noo0n 二 1 


和 此 推 知 ,该 级 数 在 > 处 收敛 由 于 = 是 (-oo,+o0) 上 任意 一 点 
因此 > - 的 收敛 域 为 (一 oo, +eo) 


以 上 例子 说 明 了 寡 级 数 具 有 各 种 不 同 的 收敛 域 , 是 否 所 用 级 数 
的 收敛 域 一 定 具 有 上 面 列举 的 收 和 敛 域 的 形式 之 一 呢 ? 为 了 证 实 这 一 所 ， 
我 们 先 来 证 明 以 下 关于 第 级 数 收敛 域 的 一 个 基本 结 琳 . 


十 Do 
定理 11.1.1 ” 设 守 级 数 》 anz" 在 zo 了 0 处 收敛 , 则 该 级 数 


在 (_lzol lzol) 内 闭 绝对 一 致 收敛 
证 明 ” 任 取 闭 区 间 [a,8] C (一 |zol, |zol), 则 存在 常数 0 < 6o < 1( 依 
赖 [a 机 ), 使 得 


[a,b| C [一 6olzo|l,6olzolj C (—|zol, |z0)). 
十 ce 
下 面 我 们 证 明 人 在 [一 6o|zo|， 6o|zo|| 上 绝对 一 致 收敛 . 
nt 二 0 


十 De 
由 于 》 anz 收敛 , 我 们 有 |anz3| 一 0 (n 一 co), 因此 存在 M > 0 


二 0 
lanTo| < M. 


所 以 对 于 Vx € [一 60|zol, 60|zol], 有 
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rT 
dnTn 一 一 
0 2 


[an | 一 


< M6n. 


下 09 十 ce 
由 于 > Mi 收 信 ， 因此 > 在 | 一 5olzoj, 6ojzo| 上 一 致 收 


敛 . 证 毕 . 
十 De 
由 定理 11.1.1 可 知 , 车 》 anzn 在 点 zo 关 0 处 收敛 而 在 点 zi 六 0 
三山 


处 发 散 时 , 则 必 存 在 开 区 间 (一 R, R), |zo| < RR < |zil, 使 得 它 在 (-R, RR) 
内 收敛 , 而 在 [一 R, RI 外 面 发 散 . 事实 上 , 令 


二 oo 
Ra De" 收 人 | 


nn 二 


则 由 定理 11.1.1 有 民 R> |zol, 但 RR< |zil. 这 是 因为 倘若 R > |zij, 则 
十 oo 十 ee 
仓储 |z2| > |z1l, 使 得 D> anz3 收敛 .由 定理 11.1.1 知 》 anz? 也 必 


二 0 元 二 0 
收敛 , 这 与 假设 矛盾 . 
容易 看 出 》 vanz" 在 (RR,R) 内 闭 绝对 一 致 收敛 , 而 在 (一 co, R) 
n=0 


十 Se 
和 (R,+o0) 上 发 散 , 因此 我 们 称 R 是 寡 级 数 y`anzn 的 收敛 半径 


三 0 


从 上 面 讨论 可 知 , 此 时 》 Manz" 的 收敛 域 必 包含 (RR)， 该 军 级 数 


n=0 
在 2 三 土 R 是 玫 收 合 , 则 没有 一 般 性 的 结论 , 需 对 每 个 暴 级 数 分 别 进行 
讨论 . 从 前 面 的 例子 可 知 各 种 情形 均 可 发 生 , 读者 应 当 注 意 到 这 一 扣 . 


十 oo 
另外 , 当 》 oanzn 仅 在 z = 0 处 收敛 时 , 规定 它 的 收敛 半径 为 0. 而 


放 一 山 


十 Bo 
当 Danr” 处 处 收敛 时 , 则 目 然 规定 它 的 收敛 半径 为 +ee, 这 时 它 的 
入 一 用 


收 敏 域 为 (一 co, 十 cc)， 
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11.1.2 ”收敛 半径 的 求法 


在 某 种 意义 下 , 窜 级 数 可 以 看 成 是 几何 级 数 的 一 种 推广 因此 有 

关 几 何 级 数 的 一 些 敛 散 性 判别 法 则 对 帘 级 数 也 是 适用 的 . 
十 ec 

定理 11.1.2 ( 柯 西 ~ 哈达 玛 定理 ) ”设备 级 数 “a,zn 的 收敛 半 

径 为 尽 , 记 
p= lim Vlanl, 

则 
(1) 当 p= 上 +co 时 , R= 0; 
(2) 当 p=0 时 , R= 十 co; 
(3) 当 0<p<+o0 时 , R= 
证 明 ”在 定理 的 条 件 下 , 对 于 固定 的 = e R, 有 I Wlanzr] = 


十 ec 
plz|. 因此 由 数 项 级 数 的 柯 西 判别 法 知 , 当 plz| < 1 时 ，y "anzn 收敛 : 


了 二 避 


而 当 plz| > 1 时 ，》 anz" 发 散 . 所 以 我 们 有 


入 一 心 


十 6 
(1) 当 p = +eo 时 ，》 anzn 仅 当 z= 0 时 收敛 , 因此 R= 0 


nn 二 0 


十 De 
(2) 当 Py 时 ， 六 anzn 对 一 切 TC (一 co, 十 ooj 收敛 ， 因此 = 
元 二 0 


十 Ce; 


十 oo 
(3) 当 0<p< +eo 时 , y "anzn 在 |z| < 时 收敛 , 而 在 lz > 2 


=D 
时 发 散 , 因此 RR = 证 毕 
有 时 候 , 用 以 下 定理 计算 收敛 半径 要 方便 些 . 
+oo 
定理 11.1.3 设 帮 级 数 >》_anz” 的 收敛 半径 为 R. 者 


元 三 0 
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. 0 
lim Jont1] n+1 | 一 0 
no0 |an 


则 
(1) 当 p= 十 oo 时 , R= 0; 
(2) 当 p=0 时 , R= +oo: 
全 要 时 , R= 
证 明 ”由 于 


人 CT Te 
lim , nt1| < lim V an | < lim VY [an < lim on+ | 
| N00 入 一 口中 TO Qn| 


N00 an 


因此 在 定理 的 条 件 下 , 必 有 Jim Vian| = 0. 所 以 , 由 定理 11.1.2 即 可 
推出 定理 11.1.3. 证 毕 . 


十 Do 
注 1 对 于 客 级 数 》 an(z - zojn, 若 im an| = p, 则 它 的 收 
nt 二 0 
仇 半 径 仍然 为 


0， p= 十 09， 
r= 十 CO， p= 
L 
ee 0 < p< +oo. 


十 Do 
值得 指出 的 是 , 此 时 震级 数 y、`on(z zo)" 的 收敛 域 则 是 以 zo 为 中 心 
n=0 


且 包含 (zo 一 R,zo 二 R) 的 区 间 (端点 的 情况 视 不 同 的 究 级 数 而 定 ). 
十 be 
例 11.1.6 ” 求 匣 级 数 》 mlz"”” 的 收敛 半径 与 收敛 域 . 


解 ”该 备 级 数 有 许多 项 的 系数 为 0 这 样 的 考级 数 我 们 称 之 为 抽 
项 等级 数 . 由 


1 < (na < (nr) 
及 lim (nn) 记 = 1, 得 
T+ 


TT > Te nv Ee Te | 一 
下 
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因此 该 守 级 数 的 收敛 半径 尺 = 1. 显然 在 z = +1 时 , 该 曙 级 数 是 发 散 
十 cg 
的 , 因此 > nlz™ 的 收敛 域 为 (一 1,1). 


n=0 
十 em 
例 11.1.7 。 求 宕 级 数 》 了 二 卫 (z 一 3)" 的 收敛 半径 和 收敛 域 
解 由 | 


lim 
n+00| On 


Dail i In(n+2) /nm 十 1 
tt| 一 lin, | n2 |=1 
知 该 医 级 数 的 收敛 半径 为 1. 
在 端点 处 , 即 x 二 2 或 x = 4 时 , 存在 NeN, 当 n>NW 时 ,成 六 
以 下 不 等 式 
In(n+t+1)(z—3)"°| .In(n+1) 1 
| n2 | n2 及 nn 


因此 该 宕 级 数 在 两 个 端点 处 绝对 收敛. 由 此 可 知 它 的 收敛 域 为 [2,4 
十 bo 人 
例 11.1.8 。 求 寒 级 数 人 好 十 (其 中 a > 0) 的 收敛 半径 和 收 


n=0 2™ 
敛 域 . 
解 由 于 
l, OQ<a<l, 
im A pe = I = > a=1, 
0, a>1, 
我 们 分 别 有 以 下 各 种 情况 : 
十 oo ry 
(1) 当 0<a<1 时， Sy 的 收敛 半径 为 1. 当 z= 一 2 
nn 二 0 


或 zx 二 0 时 , 存在 Ne N, 使 得 当 n > N 时 ， 


2 
中” > — lnn, 


In2 
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从 而 有 


| = | 1 1 1 
on® on® 一 om lnn nialn2 加 2。 


因此 该 级 数 在 两 个 端点 处 绝对 收敛 , 此 时 它 的 收敛 域 为 [一 2, 0], 
(2) 当 a = 1 时 , 该 寒 级 数 的 收敛 半径 RR 二 2. 当 z 二 _3,1 时 ,我 
们 有 有 
一 一 三 ] -»0 (mn 一 co) 
因此 该 级 数 在 两 个 端点 处 都 不 收敛 , 此 时 它 的 收敛 域 为 (一 3, 1). 
(3) 当 a > 1 时 ， 该 千 级 数 的 收敛 半径 RR = +oo， 此 时 收敛 域 
为 {一 00, 十 00). 
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十 ce 
设 赛 级 数 y`oanzn 的 收敛 半径 为 R > 0, 则 该 宕 级 数 的 收敛 域 是 


入 三 各 


一 个 区 间 ， 人 们 目 然 要 问 : 该 虎 级 数 的 和 函数 在 收敛 域内 具有 什么 样 
的 性 质 ? 由 于 医 级 数 的 每 一 项 都 具有 很 好 的 性 质 , 为 了 回答 这 个 问题 
我 们 只 要 研究 虹 级 数 在 其 收敛 域 的 一 致 收敛 性 即 可 . 

以 下 是 这 方面 的 主要 结果 . 


十 oc 
定理 11.2.1 ( 阿 贝 尔 定理 ) ” 设 赛 级 数 》 anzn 的 收敛 半径 为 R > 
n=0 
0, 则 


(1) >》 anzn 在 (RR,R) 内 闭 一 致 收敛 : 
t=0 


(2) 车 DanR" 收敛 , 则 本 anz" 在 (_ 尼 用 的 任何 闭 子 区 间 一 
致 收 化， ” ee 

(3) 右 SC1)"an Rr 收 数 , 则 汪 azn 在 [一 RR, R) 的 任何 闭 子 区 
间 一 致 收敛 
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证 明 ”我 们 容易 看 出 (1) 可 由 上 节 中 的 定理 11.1.1 直接 推出 ， 
此 请 读者 自 证 . 由 于 (2) 和 (3) 的 证 明 类 似 , 我 们 只 证 (3), (2) 的 证 明 
也 留 给 读者 . 

自 先 我 们 注意 到 由 (1) 可 知 , 要 证 明 (3) 只 要 证 该 军 级 数 在 [—R,O] 
上 一 致 收敛 即 可 . 在 


a n 
Sr -Sr( 


7 二 0 


中 设 un(z) = an(- 忆 "vn(z) = (二 ) (n = 0,1,2,…). 由 于 函数 序 
列 {wn(z)} 与 zz 无 关 且 wo) 收敛 , 因此 它 关 于 x < [一 瑟 ,0] 是 一 


致 收敛 . 而 wv, (z) 关于 固定 的 Z € [一 R,0] 是 ”的 单调 下 降 函 数 用 对 
所 有 z e [-R,0] 及 所 有 n e N, 有 jun(z)j| 和 1. 因此 由 函数 项 级 数 的 
阿 页 尔 判 别 法 知 在 [一 尽 , 0] 上 一 致 收敛 . 证 毕 . 
人 们 习惯 上 将 定理 11.2.1 中 的 结论 (1) 称 为 阿 贝尔 第 一 定理 , 而 
将 结论 (2), (3) 称 为 阿 贝尔 第 二 定理 , 
由 定理 11.2.1, 我 们 推出 
十 oo 
推论 1 ” 设 寡 级 数 》 an(z- zo)" 的 收敛 半径 为 R(0 < R < 十 co)， 
放 一 癌 
由] 
(1) 当 该 虹 级 数 在 rz = zo 二 RR 收敛 时 , 有 


ee 1， 
0 0 > (xz Z0) > .mr 


1 二 0 


(2) 当 读 攻 级 数 在 z = zo 一 尽 收 化 时 有 


十 a0 


im 0 on 人 一 Xo)" = Dont- R)”™ 
特别 地 , 我 们 有 
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Go 
推论 2 ”设备 级 数 5 an(z - zo)" 的 收敛 半径 R > 0, 则 和 函 


n=0 


二 OO 
数 》 van(z -~ zo)" 在 其 收敛 域 上 连续 


三 


下 面 我 们 讨论 医 级 数 在 其 收敛 域 上 逐 项 积分 的 问题 . 由 定理 11.2.1 
及 其 推论 , 我 们 有 以 下 结论 . 
十 oo 
定理 11.2.2 ” 设 窜 级 数 》 an(z 一 zo)" 的 收敛 半径 为 R > 0(R 


元 二 


可 为 +oo), 则 对 于 其 收 全 域内 任意 两 点 的 t1,t2, 有 有 


tz 十 ce 
i anls — Xo0)" dz = > | ‘Ge — Xo)"dz 
t 


i n=0 二 0 


Un, 十 1 
和 二 灿 


十 De 
注 ”在 定理 11.2.2 中 , 取 握 = zo, 刀 = z, 则 寡 级 数 》 an(z 一 zo)” 


n=0 


逐 项 积分 得 到 震级 数 》 于 -(z - zo)j"+1. 容易 看 出 这 两 个 宕 级 数 具 
入 二 0 

有 相同 的 收敛 半径 R > 0， 但 在 (zo ~ R,zo + R) 端点 处 这 两 个 级 

数 可 能 具有 不 同 的 敛 散 性 .一 般 来 说 , 若 y`an(z - zo)" 在 端点 处 收 


三 0 
全 则 二 _(z 一 zo) "1! 在 端点 处 也 收敛. 反之 一 般 不 真 . 例如 竺 级 
数 zn 的 收敛 域 为 (1,1) 其 运 项 积分 后 得 到 的 军 级 数 > 2 所 
nt 三 0 


Tt2 


收敛 域 为 [-1,1), 再 对 它 逐 项 积分 后 得 到 的 守 级 数 2 


的 收敛 域 则 为 [一 1, 1]. 
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下 面 我 们 来 讨论 规 级 数 的 和 函数 的 可 微 性 问题 
十 oo 
定理 11.2.3 ” 设 宫 级 数 f(z) = 》 an(z 一 xo)"* 的 收敛 半径 为 RR > 


二 0 


0(R 可 为 +o0), 则 对 于 Vz € (zo 一 R,zo 十 R), f(z) 在 xz 处 具有 任意 阶 
导数 , 并 且 对 天 = 1,2,.……, 有 


Fo(z) = Dn —1):...(n— k+l1)an(r — xo)"-*. 


证 明 ” 设 JE Wlaa| = wm 则 对 固定 的 正 整数 ,有 


EUlani=p 


十 Do 
这 说 明 守 级 数 Y "an(z - zo)" 逐 项 k 次 求 导 后 得 到 宕 级 数 与 原 寡 级 数 


也 二 0 
具有 相同 的 收敛 半径 , 因此 它们 在 (zo 一 R,zo 十 RR) 均 内 闭 一 致 收敛 . 
分 别 对 上 = 1,2,.… 应 用 函数 项 级 数 逐 项 求 导 定 理 即 可 证 明 所 要 结论 . 


十 Do 
对 于 一 个 宕 级 数 f(z) = 》 an(z - zo)", 逐 项 求 导 后 的 备 级 数 与 


原 级 数 具 有 相同 的 收敛 半径 R. 但 在 (zo - R,zo + R) 的 端点 处 , 它们 
可 能 具有 不 同 的 敛 散 性 ， 一 般 来 说 , 若 逐 项 求 导 后 的 级 数 在 端点 处 收 
仇 则 原来 的 级 数 在 端点 处 必 收敛 , 但 反之 不 真 


十 De 


例 11.2.1 设 站 二 二 Dr > 人 ODN 试 求 : 


(1) 该 医 级 数 的 收 伊 域 ; 
(2) 佼 大 级 煞 玛 项 祝 分 后 所 得 攻 级 数 的 收敛 域 ; 
(3) 该 项 级 数 逐 项 求 导 后 所 得 宫 级 数 的 收敛 域 . 


解 (1) 由 
ie 
no0\/ npInd(l +n) 一 
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十 ee ry 
知 2 nT 的 收敛 半径 为 1. 当 z = 一 1 时 , 它 是 一 个 交错 级 


数 , 并 且 (元 Her) 单调 下 降 趋 于 夫 (可 对 z pln yz 求 导 验证 
之 ), 因此 该 级 数 在 z = -1 时 收敛 . 当 xz = 1 时 , 由 数 项 级 数 的 判别 
法 知 , 当 p> 1 或 者 p=1 且 gg>1 时 原 虹 级 数 收敛 ,否则 发 散 . 


十 oo 


[一 1 Dp<1 或 p=1 且 go 芯 1. 
(2) 逐 项 积分 后 所 得 车 级 数 为 


下 7 十 1 
2 ‘(na 二 1)n?lni(l +n). 
它 的 收 钱 半径 为 1, 且 易 看 出 其 收敛 域 为 [一 1,1]. 
(3) 过 项 求 寻 后 上 所 得 只 级 数 为 


十 避 D 六 于 一 了 


(和 p>1 或 p=1 且 g>1， 


六 Ti lns(1 十 如 ) 


它 的 收敛 半径 为 1. 当 p > 1 时 , 在 zx = -1 处 , 它 是 一 个 莱 布 尼 次 


1 
交错 级 数 ， 因此 收敛 . 当 Dl 时 ， 由 于 Pn 十 Do， 


因此 该 级 数 在 x = 一 1 处 发 散 . 当 z = 1 时 ,由 数 项 级 数 的 判别 法 
入 ]， dd 王者 p=2 且 g>1 时 它 是 收敛 的 , 否则 发 散 . 因 


[1,1]， p>2 或 p=2 有 gog>1, 
(—1, 1), p<1. 
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十 Se 
例 11.2.2 。 求 数 项 级 数 》 5 二 的 和 
nn 三】 


十 oo 2 十 1 
解 ” 设 f(x) = Dnt 则 我 们 要 求 的 值 为 f(1). 由 


十 ce on, 
ATvV L 
二 > 一 
nn 二 1] 


及 
十 oo 十 oo 9 : 
jz) =2》 "=27) 2" = Tn El 
n= 二 1 n=D 
我 们 可 求 出 


下 也 D1 
fo) -0=/ ra= | TR- mo) 
注意 到 了 "(0) = 0, 我 们 有 
f(z) -10)= / rat=— | In(1 — #2)dt 
® Dt 
| dt 
一 -Tln(l -= zx”) 十 | 2 -== 人 一 一 di 
1 一 下 


1 十 了 
= (1 一 z)in(1 一 z)+27 一 (1 十 Z)ln(l 十 2). 


=—tln(l —t) 


=—zln(l -2z2) 十 27 十 ln 


2nfl ie A 
注意 到 f(0) = 0, 并 且 2 nn tI) 的 收敛 域 为 [-1,1], 因此 f(x) 
在 [-1,1 上 连续 . 由 此 推出 


十 ee 
1 
ks n(2n+t1) im) 


天 一 1 
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811.3 ”初等 销 数 的 暴 级 数 展开 
11.3.1 泰勒 级 数 


二 OO 
设 f(z) 在 (xo 一 6,zo 十 60)(5 > 0) 内 成 并 f(x) = > — £0)", 


则 称 f(z) 在 zo 处 可 展 成 宕 级 数 ， 一 个 函数 f(z) 若 能 在 某 个 区 间 7 
上 展开 成 寡 级 数 , 我 们 则 称 f(z) 在 7 上 是 实 解析 的 . 由 上 节 的 定理 知 
道 , 此 时 f(z) 在 工 内 必 具 有 任意 阶 导数 . 那么 什么 样 的 函数 能 展开 成 
攻 级 数 呢 ? 这 个 问题 可 以 在 复 变 函数 课程 中 得 到 完满 的 解决 . 在 数学 
分 析 谍 程 中 , 我 们 则 主要 是 通过 考查 函数 的 泰勒 公式 的 余 项 的 敛 散 性 
来 研究 这 一 问题 

首先 我 们 来 考查 以 下 问题 : 若 一 个 函数 f(z) 在 (-R,R)(R> 0) 


十 oo 
中 能 展开 成 寒 级 数 y`anzn, 该 寡 级 数 的 系数 与 f(z) 具有 什么 样 的 联 


系 呢 ? 几 
为 此 设 f(z) 在 ze (-R,R)(R > 0) 时 成 立 等 式 


十 ce 
P(e Yon, (11.3.1) 
n= 
则 首先 我 们 有 
(0) 一 U0. 
对 于 vn e N, 在 (11.3.1) 两 边 求 n 阶 导 数 后 令 z = 0, 我 们 有 
_ f("(0) 


向 ni 


二 oo 
上 述 讨论 告诉 我 们 , 若 f(z) 是 (RR) 中 一 个 军 级 数 》 anzn 的 和 
函数 , 则 成 立 如 下 等 式 : ee 


tn)(0 本 
yd) (0) 


n= 二 0 
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定义 11.3.1 ” 设 函 数 f(x) 在 x = zo 处 具有 任意 阶 导数 , 则 称 
(n 
幕 级 数 一 0 一 220) 为 f(x) 在 0 处 的 泰勒 级 数 ; 当 7Z0 王 曲 


n= 


时 ,该 级 数 也 称 为 f(z) 的 麦克 劳 林 级 数 wg zo 的 某 个 邻 域内 成 
立 f(z) = > 全 0) (zo)", 则 D 全 (0 (s -zo)" 称 为 f(z) 在 该 


n= 二 0 
邻 域内 的 泰勒 展 式 , 特别 地 , 当 zo = 0 时 ， 该 泰勒 展 式 也 称 为 f(x) 的 
麦克 伪 林 展 陈 . 


由 上 面 的 讨论 , 我 们 有 以 下 绪论 . 
十 oo 
定理 11.3.1 车 f(z)= 》an(T 一 T0)" 在 (xz0-R,zo+R)(R> 0) 


7 二 


二 oo 
成 立 , 则 必 有 an = 殊 0 (n = 0,1,…), 即 an(z 一 zo)" 必 是 f(z) 


的 泰勒 展 式 ( 即 f(zx) MS, 
下 面 的 例子 说 明 C™ 的 函数 未 必 是 实 解 析 的 . 
例 11.3.1 设 函 数 


人 Ve 
f(2) = 1 工 二 0. 


证 明 : f(x) € C%(--o0, 十 00), 但 在 xz = 0 的 邻 域 内 不 是 实 解析 的 ( 即 
它 不 能 展 成 攻 级 数 ). 
证 明 ”在 第 一 册 中 , 我 们 用 洛 必 达 法 则 证 明了 f(x) 在 (一 oo, 十 co) 
上 具有 任意 阶 导数 , 并 且 对 于 vn eN, 有 fm(0) =0. 但 f(z) 在 z=0 
的 任何 邻 域 内 都 不 能 展 成 客 级 数 . 否则 的 话 , 在 zx = 0 的 某 个 邻 域 
内 有 
f(z) = > (0) on 


这 显然 是 不 成 立 的 . 因此 f(z) 在 xz = 0 的 邻 域内 不 是 实 解析 的 . 


0. 
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11.3.2 ”初等 函数 的 泰勒 展 式 
在 本 节 中 我 们 主要 讨论 如 何 来 求 初等 函数 的 泰勒 展 式 .， 设 函数 
f(z) < C™”( 一 60,60), 则 对 vn es N, 我 们 可 以 求 得 Da (0) ex， 因 


此 jz) 在 (一 60, 50) 办 有 泰勒 展 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 Vx E 
(一 60,60), 有 


(k) 
im 1 二 lim f (2)— ee ah 


换代 话说 , f(z) 在 (-6o,6o) 内 有 素 勒 展 式 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 的 
泰勒 公式 中 的 余 项 趋 于 零 . 
例 11.3.2 证明 : 


证 明 对 于 vneN, 我 们 有 (ez)t 中 一 ez. 因此 对 于 VYze( 一 00, 十 00)， 
我 们 有 带 拉 格 朗 日 余 项 的 达 勒 公式 


其 中 0<0<1. 由 


egz Ta 十 1 


(n+ 1)! 


四 zr" 


(n+ 1)i 


6 


例 11.3.3 证明: 
m2m 十 ] 


(1) sinz = | i 7T E (一 co, 十 co); 
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十 oo nan 
(2) cos x = SD , T € (一 co, +00). 
n=0 


(2n)! 
证 明 ”对 于 vn <E N， 我 们 有 (sin 1)(™) i (2 2 对 于 Vz c 
(00, +co), 其 泰勒 公式 中 的 拉 格 朗 日 余 项 满足 


,\ 
sin [ez 十 (2m 十 1)=| pn 
T2n+1l| 二 


Er like | 
(2n + 1)! ~ (2n + 1)! 


一 0 (n= 00), 


其 中 0 <08 <1. 因此 我 们 有 
二 co | In .27 
sin x = i 二 (一 ce， 十 00). 


对 于 vn < N, 我 们 有 (cos £)\™) 一 COS (z 十 一 ) 对 于 Vz E 
(oo, +o0), 其 泰勒 公式 中 的 拉 格 朗 日 余 项 满足 


En EE 
之 


Cop + (mI) mt] < 0 (一 oo 
(2n + 2)! 


(2n + 2)! 


其 中 0 < 98 <1. 因此 我 们 有 


十 oo (一 1)nz 人 nn 
COST = >》, [on 7 € (一 oo, 十 oo) 
n=0 


例 11.3.4 ” 设 ae RR, 证 明 : 


十 站 
cl 一 1i::: 人 ca 一 见 十 】 
(1 十 Z 和 一 工 十 》 Ch dk Ja 
二 1 


ne 


too 1 
一 馈送 x €{—1,1), (11.3.2) 


其 中 我 们 规定 (©) _ 1 并 讨论 上 述 军 级 数 在 端点 的 收敛 情况 . 
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证 明 当 a 为 一 正 整数 时 , (1 + xz)* 为 一 多 项 式 , 由 二 项 式 定理 
即 知 (11.3.2) 成 立 . 因此 下 面 假定 a 不 是 正 整 数 . 由 于 


一 也 


Jim | 入 十] 


因此 (11.3.2) 式 石 边 的 此 级 数 的 收敛 半径 为 1,， 从 而 该 级 数 在 (一 1, 1) 
内 收敛 . 下 面 证 明 (11.3.2) 式 成 立 . 

对 于 Yn <e N, 我 们 有 [(1+z)altm) = af(a 一 1 (on+l1)(l1+r)e-". 
对 于 (1 十 zx)* 的 泰勒 公式 中 的 积分 余 项 , 我 们 有 
IR, (7)| = a 0 十 圾 -nl(z — t)"dt 


下 [w+ Ck dt 


nl zn(l + t)" 
[Ge- 由 oj ar 
= [Ee (1 二 + x)°*— 中 (11.3.3) 


在 (11.3.3) 的 证 明 中 , 我 们 利用 了 以 下 不 等 式 : 


zn) <1 
其 中 |zx| <1, 而 上 在 0 和 zx 之 间 . 事实 上 , 当 z > 0 时, 我 们 有 
TT—t rT—t 1] ， 上 
Z(1 二 Ee ri ;) “x 
当 z<0 时 ,有 
日 
eT 


因此 该 不 等 式 成 立 , 从 而 (11.3.3) 成 立 . 
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十 ec 
由 于 当 |z| < 1 时，》 Se 二 一 中 on 是 收敛 的 , 因此 它 的 


| 
二 1] 


一 般 项 2 一 DD 一 Dn， 0(n 一 ceo) 此 时 从 (11.3.3) 可 以 看 


nt 


出 , 对 任意 的 lz| < 1, 有 
lim Rn (7) 一 10. 


这 了 豆 证 明了 当 |z| < 1 时 成 并 


十 ee 二 
0 
为 了 讨论 在 端点 处 (11.3.2) 式 是 否 成 立 ， 我 们 分 几 种 情况 进行 
考虑 . 
(1) 考虑 a > 0 的 情形 . 


由 于 (1 十 2)* 在 z= 一 1 处 连续 , 此 时 (11.3.2) 右边 的 级 数 为 


十 Do 
14 > —Q(—aQa+1):. 2 下 (n 一 1)| 


Pn 
< Sa. 
三 人 0 
由 于 
an ntl J _ nll+o) _ 
n (1) n= lte (nmo) 


十 ee 
由 拉 贝 判别 法 知 >( )CD" 绝对 收敛 


CY 
n 


十 o 
同 理 当 = = 1 时 , 》 (“) 也 绝对 收 伍 . 因此 当 a > 0 时 , (11.3.2) 


三 
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式 在 [一 1,1] 上 成 立 . 


(2) 考虑 a < 一 1 的 情形 . 
此 时 由 于 
村 


(| 


因此 Tim (©) 关 0, (11.3.2) 式 在 z = 1 时 不 成 立 . 
(3) 考虑 -1 < a < 0 的 情形 
此 时 
人 
> (a—1) 二 ) 


是 一 交错 级 数 , 注意 到 


nl! 


We 
7 n+1 


-| mt ty 
(n+ 1)! 


2 二 | 
n| 


-| 全)(- 写 -)…(1- 守 -) 


y、 lnf1 一 人 并- ) 
一 所 "一 一 


0 (nn 一 oo). 


由 莱 布 尼 芯 判别 法 知 , (11.3.2) 式 在 z = 1 处 成 立 . 
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当 wa<0 时 ,由 于 f(x) 在 x= 一 1 处 没有 定义 , 从 而 此 时 (11.3.2) 


式 在 xz = 一 1 处 不 成 并 . 
因此 , 我 们 有 以 下 结论 : 
当 a 和 一 1 时 , (11.3.2) 式 在 (-11) 内 成 立 ; 
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当 一 1 < a <0 时 , (11.3.2) 式 在 (1,1] 上 成 立 : 

当 a > 0 时 , (11.3.2) 式 在 [-1,1] 上 成 立 . 

下 面 我 们 继续 讨论 一 些 初等 函数 的 泰勒 展 式 ， 有 了 前 面 几 个 初等 
函数 的 泰勒 展 式 , 很 多 初等 函数 的 泰勒 展 式 都 可 以 借助 它们 的 泰勒 展 
式 求 得 . 正如 我 们 已 经 指出 的 , 一 个 函数 的 究 级 数 展 式 如 果 存 在 , 则 必 
唯一 . 因此 我 们 可 以 对 已 知 函 数 的 泰勒 展 式 通过 自 变 量 的 变换 或 在 其 
收敛 域 中 进行 微分 或 积分 得 到 新 的 函数 的 泰勒 展 式 . 

例 11.3.5 证 明 


+oo 1 
| (27m 一 1) zx2"+ 
8aTCS1ID 了 一 立 十 ~ Qn) (32 十] x €|—1,1l. 


证 明 由 A = (1 一 29)- ,在 (1 十 如 -3 的 泰勒 展 式 中 
令 t= -2zZ2 .得 
十 ee 
村 
Sl ) 
1 2 3 | 2n.— 1)!l i 
oi iy tt 


对 z € (0,1), 两 边 从 0 到 z 积分 得 


[2 有 - 太 > 人 (一 妇 )ndt 
二 ( CC ~—t2)"dt 一 了 十 Di -人 让 i 


当 z = 土 1 时 , 由 拉 贝 判别 法 知 上 式 也 成 立 . 
注 ”在 arcsinz 的 泰勒 展 式 中 令 z = 1 我 们 得 到 


9 _ 11 
2 2 (2n)!! (2n+1) 
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例 11.3.6 证 明 
T2 7 Tn 
In(1++z)=z 一 二 十 计 一 … 十 (一 1)"t1l 一 十 .… 
n( 工 一 所 5 3 +{ ) 和 十 
十 ce /TVm 十 1 mn 
= 


nn 
筷 一 外 


证 明 ”因为 一 是 一 个 几何 级 数 的 和 函数 , 我 们 有 
l 1 ~ m1], 7%—1 
1+z eh 2(-!) i 
和 性 一 上 上 


对 上 述 等 式 两 边 从 0 到 z e (一 1,1) 积分 得 
r 十 De 工 
In(1 +D=/ rr CD 人 a 


+oo n 
= > 2 € (一 1, 1). 


Tt 三 ] 


由 于 当 z=1 时 , 上 式 右 边 的 级 数 为 莱 布 尼 芯 交错 级 数 , 而 In(1 十 z) 
在 xz = 1 处 连续 , 上述 等 式 在 z = 1 时 成 立 . 当 z = -1 时 , 该 级 数 


十 De 
为 - 》 =, 从 而 是 发 散 的 . 故 


有 


jn(l 十 Z) = 人 ， 了 EL( 一 1 二. 


例 11.3.7 求 f(z) = sin(z2 一 2z) 在 z= 1 处 的 泰勒 展 式 . 
解 由 
sin(z“ — 27) = 一 sin[(z 一 1) 一 1 
一 sin(z 一 1) cos1 — sin1] cos(zx 一 1)2， 
利用 sinz 及 cosz 的 泰勒 展 式 得 


sin(x — 1)* cos1— sinlcos(z — 1)? 


re Ls i ,ZE€ (—00, +c0). 


注 ”对 于 像 例 11.3.7 aa 一 般 来 说 不 应 该 直 
接 求 n 阶 导数 , 而 是 要 应 用 已 知 函 数 的 展 式 来 求 之 . 


例 11.3.8 将 ES > 1) 展 成 麦克 劳 林 级 


1 十 2 了 3 十 到 十 … 十 2 一 


数 ， 
解 ”直接 计算 得 
1 ls 
= ee 
全 > - Smt rE€(—1,1). 
n=0 
十 ee 
设 级 数 f(z) 多 an 与 g(z) 一 Sbuzn 的 收 敏 半径 分 别 为 fii> 
二 0 nn 二 0 


0, Rs > 0 且 Pi < Rz, 则 这 两 个 级 数 在 (Ri, Ri) 均 内 闭 绝对 一 致 收 
伍 . 因此 f(z)g(z) 的 麦克 劳 林 展 式 可 以 通过 它们 对 应 的 震级 数 的 乘积 
得 到 

例 11.3.9 ” 求 jn2(l + z) 的 麦克 劳 林 展 式 . 

解 ”由 于 
n(l1++ 7X)= A ee I € (BN 


多 二 0 


我 们 有 
lent+l TO0 
m (十 区 一 i Cp] -+ 


a ， TE (1,1), 


1 二 0 
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(十 1) 十 (mn 一 大 十 1 


其 中 

= nC l 
my {RTI RTD 

(bn 
本 rp (k++1)(n—k+1) 
{ine 1 1 
nt (ETT tT 
_ ("2 1 
+2 k+l 

因此 

m+) -2 GT (1+ 5+ 


1 
了 Et EL 


我 们 可 以 证 明 当 xz = 1 时 , 该 级 数 收敛 ; 而 当 z = --1 时 , 该 级 数 发 散 


因此 我 们 有 


nz0 + 0) =27 CY 和 @ a 


2 


下 


1 
二 二 zt， ze (—1,1]. 


8$11.4 ”连续 函数 的 多 项 式 通 近 


从 函数 的 复杂 程度 来 看 , 多项式 可 以 认为 是 最 简单 的 函数 类 . 用 
简单 函数 去 逼近 复杂 函数 无 论 从 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 都 是 十 分 重 


要 的 . 


但 如 何 去 逼 近 一 个 函数 ， 则 有 许多 方法 ， 如 果 一 个 函数 y = 


十 bo 
f(z) 在 (zo 一 忌 zo 十 吾 )( 有 > 0) 内 能 展开 成 宕 级 数 》 an(z 一 z0)"， 


则 容易 看 出 对 (zo -RR,zo + RR) 内 的 闭 区 间 [a, 9 和 任 给 s > 0, 必 存 
在 多 项 式 P(z)( 事 实 上 取 级 数 的 前 ”项 (n 充分 大 ) 部 分 和 即 可 ), 使 


得 |P(z) 


一 了 (Zz)| < 对 一 切 ze [a,b| 成 并 . 
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显然 , 由 玫 级 数 来 远近 一 个 函数 具有 很 大 的 限制 性 : 它 要 求 f(z) 
是 实 解析 的 . 因此 一 个 自然 的 问题 是 : 对 一 些 性 质 不 那么 好 的 函数 (如 
连续 函数 ) 是 否 存在 多 项 式 通 近 呢 ? 

为 了 讨论 这 个 问题 , 我 们 先 给 出 以 下 定义 . 

定义 11.4.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 7 上 有 定义 . 若 对 于 Ye > 0, 存 
在 多 项 式 P(x), 使 得 对 一 切 x e I, 有 f(z) 一 P(z)| < a, 则 称 f(z) 在 了 I 
上 可 被 多 项 式 下 近 . 

显然 , f(z) 在 了 上 上 可 被 多 项 式 有 逼近 的 充分 必要 条 件 是 存在 多 项 式 
序列 {P(z)}, 使 得 Pu(z) 己 f(z) (ze 门 . 因此 , 车 f(z) 在 I 上 可 被 
多 项 式 逼 近 , f(x) 在 1 上 必定 连续 . 

可 以 证 明 , 若 f(z) 在 有 限 开 区 间 (a, 5) 内 可 被 多 项 式 逼 近 , 则 f(z) 
必 可 以 连续 延 拓 到 [a,8]( 见 本 章 习 题 ). 另外 , 若 了 是 无 界 区 间 , 当 f(x) 
不 是 多 项 式 时 , f(z) 在 工 上 则 一 定 不 能 被 多 项 式 通 近 ( 见 本 章 习 题 ). 

因此 , 一 个 目 然 的 问题 是 : 任何 闭 区 间 上 的 连续 函数 f(z) 是 和 否 一 
定 可 被 多 项 式 逼 近 呢 ? 以 下 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 对 此 问题 给 了 一 个 圆满 
的 回答 . 

定理 11.4.1 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) ” 设 函 数 f(x) € Cla, 中 , 则 f(zx) 
可 被 多项式 通 近 . 

为 了 证 明 该 定理 , 我 们 先 证 明 以 下 几 个 引 理 . 

引 理 11.4.2 ” 设 函 数 fj(7z) (7 = 1,2,… 7) 在 区 向 [a,8] 上 可 被 


多 项 式 慢 近 ， 并 且 设 Ci EE 芽 (3 = ],2,..- pk 刚 > cj 万 (7) 在 |a， b| 上 


可 被 多 项 式 通 近 . A 

引 理 11.4.3 设 函 数 序列 {f(z)} 在 区 间 [a,8] 上 有 定义 , 并 
且 户 (z) 运 f(z) (z E [a,2|), 再 设 对 于 vn E N,， 户 (z) 可 被 多 项 式 
逼近 , 则 f(z) 在 [a,b| 上 可 被 多 项 式 副 近 . 

引 理 11.4.2 和 引 理 11.4.3 的 证 明 是 简单 的 , 请 读者 自 证 . 

引 理 11.4.4 设 ceR, 则 存在 多 项 式 序列 {PP,(z)}, 使 得 {P,(z)} 
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在 任何 有 限 闭 区 间 上 一 致 收敛 到 jz -cl. 
证 明 ”我 们 首先 证 明 在 [-1,1] 上 , |z| 可 被 多 项 式 逼 近 . 
在 徊 级 数理 论 中 我 们 已 知 : 当 a > 0 时 , (1 十 t)? 可 在 [~1,1] 展 


十 Se 


(1 +t)? = > (oe < [一 1 1. 


元 二 0 


因此 该 帘 级 数 的 部 分 和 序列 {5,( 引 )} 为 关于 上 的 多 项 式 序列 , 它 在 [一 1, 1] 
上 一 致 收 剑 到 (1 + bc. 所 以 ,对 于 a= 5 


z| = [1 + (x? — 1)]*= >》, [| (z — 1)” 


也 在 |z| < 1 上 成 立 . 由 于 它 的 部 分 和 序列 {5,,(z? 一 1)} 是 关于 z 的 多 
项 式 序列 , 根据 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 定义 , 对 于 ve > 0, 存在 NeN, 
当 n> NW 时, 对 一 切 ze |--1,1], 有 


Sn(x° —1)—|z||<e. 
这 就 是 说 , 在 [-1,1] 上 , |z| 可 被 多 项 式 盘 近 . 


对 于 vn > 1, 由 刚才 所 证 明 事 实 知 , 存在 多 项 式 Q,(z) (不 一 定 
是 n 次 多 项 式 ), 使 得 对 一 切 z € [-1,1, 有 


Qn(z) -lzll < 三: 


我 们 设 Pa(z) = nQn (一 一 ), 且 [4,B] 为 任意 一 个 区 间 , 则 当 n> 


ni 


max {|4| +|cl,|B|+|c|} 时 ， 


Ra -lz -dl| < i 
对 一 切 ze [4, B] 成 立 . 证 毕 . 
为 了 证 明定 理 11.4.1, 我 们 引进 符号 H(z) = 全 = max{z,0} 
z € 了， 再 设 g(z) € _ Ca, 中, 我们 称 g(x) 在 [a,b] 上 分 段 线性 ， 若 
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存在 [a,9] 的 分 割 A :a= zo<z < .< xz, = b, 使 得 g(z) 
在 [zi_1, (i 二 1,2,.… ,n) 均 为 线性 函数 . 
5| 理 11.4.5 设 函 数 g(x) 在 区 间 [a,b| 上 连续 , 目 分 段 线性 ， 


则 g(z) 可 以 表示 成 g(z) = g(a) + > ,cz -zi (z € [a,t]), 其 


中 ci € R(i=1,2,...,n). 

此 引 理 的 证 明 是 初等 的 , 可 以 对 分 点 作 归 纳 法 证 之 , 请 读者 自己 
给 出 . 

定理 11.4.1 的 证 明 首先 注意 到 我 们 可 以 找到 [a,91 上 的 一 列 
分 段 线性 函数 {gm (7z)}, 使 得 


gm(7) SS f(z), zz € [a,d) 


(例如 用 例 7.3.1 的 方法 ). 
由 引 理 11.4.5, 对 于 分 段 线性 函数 gm(z), 存在 [a,4 的 分 割 A : 


二 To < Il1 <.… 过 Zn， 二 b, 使 得 


gm(Z) = gm(a) 十 》 cH(z 3 zz 


=] 
由 于 
H(e sh) = tt etl 
由 引 理 11.4.4 知 , 五 (x 一 zj)(i = 1,2,… ,nm) 在 fa,b| 上 可 被 多 项 
式 壳 近 . 根据 引 理 11.4.2，gm (xz) 可 被 多 项 式 允 近 . 注意 到 gn (7z) 浸 
f(z)， ze [oa 再 由 引 理 11.4.3 知 f(z) 在 [a, 上 可 被 多 项 式 通 近 . 
证 毕 . 


ss 
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7 = | ] 
(1) ec (2) > (1+ 了 二 … 十 二 )z2n 
n=] n=] 
十 ao 
(3) Sez (a € R): (4) 人 
n= 二 1 凡 三 ] 
十 ec 十 ee mh 
(5) Ee"; 0) (+ 2" 
二] 
2727) 有 
0 De yn (8) 2 十 2cos Es 
+oo ] 
(9) Dna” (10) Yan 
n=1 = 二】 
十 ee 
2. 已 知 寡 级 数 》_ anzn 的 收敛 半径 是 r(0 < r < +co), 求 下 列 寡 
入 一 用 
级 数 的 收敛 半径 (其 中 上 为 正 整 数 ): 
十 ee 十 De 
(1) 2_arr™; (2) 2 an 7 
n=0 n=0 
十 oo 十 oo 
(3) PL (4) a | 
二 人 0 n=0 


+ ao 十 Do 
3. 已 知 攻 级 数 bp 和 > Bn 的 收敛 半径 分 别 是 r。 和 re(ra， 
n= 二 0 n= 二 0 
re € (0, 十 00)), 给 出 下 列 磊 级 数 收敛 半径 的 范围 : 


十 Oo 十 ce 
(1) >》 (an 十 加)zn: (2) 》 anbn2 
二 0 沁 一 站 
Ee z 十 oo 2n 
加 Ta © mT 


十 ce 十 om 
3) 》 mw (4) i 
有 一 外 n 二 1 
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(5) pe 1 


十 De 
(6) 》 mm 十 1)z” 


=] 


十 co .2n 
(7) > ne (8) Dry (0 = 1). 
n=0 | 
5. 求 下 列 级 数 的 和 ， 
] mn 十 cc _1yn 
(VD) > (2) ee 
a ny, 
3) 0 Eu 


6. 并 下 列 阴 数 的 闪 克 劳 林 展 式 ， 


(1) sin x; (2) cos(a + Bz); 
(3) cos3 zi (4) | ed 
G 人 rat (6) (1 + x£) lIn(1 + 2); 
(7) arctan 全 二 ; (8) In(z + V1 + 72); 
(9) jn [一 (10) ln(1 十 z 十 z2 十 Z); 


(11) (arctan z)”; 


(12) in’ (1 — zx). 


7. 求 函数 flz) = tanz 的 麦克 劳 林 展 式 ( 展 到 zx6 次 项 ). 
] T+l1 

8. 求 函 数 f(z) = > = 一) 的 麦克 劳 林 展 式 

9. 证 明 : 当 a,b > --1 时 , 成 立 


1 Za zt 1 1 
/ 1 一 了 dz > (sia - 二 
10. 设 函数 f(z) 在 闭 区 间 [ac, 忆 上 各 阶 导数 存在 并 且 非 负 , 证 明 : 
(n) 
f(z ) = > 0 (2 — a) 于 


vr € la, bl|. 
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十 Do 
11. 设 罕 级 数 f(z) = 》 an(z 一 a)” 的 收敛 半径 是 ~. 对 于 Vb < 


n=1 


(ae 一 ma+r) 令 =min{6 一 a 十 7,a 十 7 一直. 证 明 : 


十 De 
jz)=》bnz 一 bn rel(b—r,b+r’) 
n=0 


十 co 
这 里 b. = > (jwe-oxm=o 1,2,...). 


k= 


十 De 十 ce 
12. 设 正 项 级 数 y`an 发 散 , 并 且 宕 级 数 yanszn 的 收敛 半径 为 1 


二 0 入 二 人 0 


十 oo 
日 所 | 一 
证 明 ,lim ， et 十 cc 
御 一 


13. 设 非 常数 函数 f(z) 在 (a,b) 内 的 每 一 氮 都 可 以 展 成 医 级 数 ( 即 
对 于 Yzo € (a,5), f(z) 在 zo 处 可 展 成 此 级 数 , 并 且 其 特级 数 的 收敛 半 
径 7 > 0). 证 明 f(x) 的 零点 集 在 (a,b) 内 没有 聚 扩 . 

14. 设 函 数 f(z) 在 xz = 0 的 某 个 邻 域内 可 以 展 成 堪 级 数 , 并 且 序 
列 {fm(0)} 是 有 界 的 . 证 明 f(x) 必 是 (-oo, +eo) 上 的 一 个 C™ 函数 
的 限制 . 

15. 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 满足 : 


1 
/ (zr dz =0, n=0,1,2,.... 
0 


证 明 : 在 [0,1 上 ,有 f(zx)=0. 

16. 证 明 引 理 11.4.2, 11.4.3, 11.4.5. 

17. 设 函 数 f(z) 在 一 个 无 穷 区 间 上 可 被 多 项 式 芝 近 , 证 明 f(z) 必 
是 一 个 多 项 式 . 

18. 设 函 数 f(z) 在 (a, 内 可 被 多 项 式 通 近 , 证 明 f(z) 在 (a,D 
内 一 致 连续 . 


) 
© DE) (Es) =0 
20. 设 函数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 对 每 个 正 整数 mw 定义 
Bu( 访 z) = > (5) f (2)e*0 一 jn 


证 明 B,(f,x) 3 f(z) (ze [0, 1]). 
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在 18 世纪 中 叶 , 法 国 数学 家 傅 里 叶 (Fourier) 在 研究 热传导 问题 
时 站 先 引进 了 三 角 级 数 , 后 来 人 们 将 其 称 为 傅 里 叶 级 数 . 傅 里 叶 级 数 
理论 (人 们 后 来 称 与 之 有 关 的 理论 为 傅 里 时分 析 ) 不 仅 是 数学 研究 中 
的 一 门 重要 的 分 支 , 而 且 在 物理 学 、 工程 等 方面 都 有 重要 的 应 用 . 在 数 
学 分 析 课 程 中 , 我 们 主要 介绍 傅 里 时 级 数 的 一 些 最 基本 性 质 . 

我 们 可 以 从 下 面 纯 数学 的 观点 来 引进 健 里 叶 级 数 . 

在 .上 一 章 中 , 我 们 已 经 较 系统 地 学 习 了 第 级 数 . 现在 换 一 种 观点 
来 看 颖 级 数 , 我 们 可 以 对 震级 数 的 形式 作 如 下 的 描述 . 

取 定 一 组 函数 系 , 即 


2 1 
], TF 有 人 


则 任何 一 个 多 项 式 . P,(z) 可 以 认为 是 从 该 函数 系 中 取 有 限 个 元 素 的 线 
性 组 合 , 而 一 个 军 级 数 》 Jawzn 则 是 该 函数 系 的 一 个 无 穷 的 线性 组 合 . 


天 一 心 


从 这 种 观点 来 看 , 我 们 可 以 取 另 一 组 函数 系 来 考虑 其 线性 组 合 . 要 
得 到 系统 的 理论 , 必须 要 求 这 个 函数 系 具 有 很 好 的 性 质 以 及 其 线性 组 
合 也 具有 很 好 的 性 质 . 

我 们 所 熟悉 的 函数 中 , 除了 多 项 式 外 , sinmz, cosnz(n = 1,2,.…) 
则 是 遇 到 比较 多 的 一 类 初等 函数 . 而 三 角 函 数 系 的 无 穷 线 性 组 合 就 是 
我 们 前 面 提 到 的 传 里 时 级 数 . 在 本 章 中 , 我 们 将 考虑 三 角 函 数 系 的 无 
从 线性 组 合 一 一 傅 里 时 级 数 , 并 研究 其 基本 性 质 . 
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812.1 函数 的 健 里 叶 级 数 
12.1.1 基本 三 角 函 数 系 


形 如 之 = > an COsnz 十 bn sinnzx) 的 级 数 称 为 傅 里 叶 级 数 ， 其 
中 ao an bn a 二 1,2,.…) 为 实数 . 我 们 可 以 将 健 里 叶 级 数 看 成 函数 系 
], cosx, sinz, cos27, sin27x, .::, Cosnzr, sinnz, .…- (12.1.1) 


的 一 个 线性 组 合 , 这 个 函数 系 我 们 以 后 称 之 为 基本 三 角 函 数 系 . 为 了 以 
后 叙述 方便 , 我 们 称 基 本 三 角 晴 烧 系 中 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 为 一 个 


三 角 多 项 式 . 特别 地 ， 称 了 > tw cos kz + bx sin kz) = Tn,(z) 为 一 


个 n 阶 三 角 多 项 式 . 

为 了 讨论 傅 里 时 级 数 , 首先 我 们 来 研究 函数 系 (12.1.1). 

基本 三 角 函 数 系 (12.1.1) 的 第 一 个 特性 是 它 的 周期 性 , 即 基本 函 
数 系 (12.1.1) 中 的 函数 具有 公共 的 周期 27. 

我 们 对 闭 区 间 [a,b] 上 的 可 积 函 数 f(x),g(z), 定义 它们 之 间 的 内 
积 为 


6 
/ f(z)g(z)dz. 


b 
如 果 fa, 中 上 的 可 积 函 数 f(z),g(z) 满足 / f(z)g(z)dz = 0, 则 称 f(z) 
和 g(z) 在 fa,b| 上 正 交 . 
基本 三 角 涌 数 系 (12.1.1) 的 第 二 个 特性 是 它 的 正 交 性 , 即 基 本 函 
数 系 (12.1.1) 中 任意 两 个 不 同 的 函数 在 长 度 为 2r 的 任意 区 间 上 正 交 . 
由 于 该 函数 系 的 周期 性 , 上 述 断 言 等 价 于 下 述 等 式 成 立 : 


|f sinmzsinnzrdz =0 (mm 天 7 并 且 n,m E N); 
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(2) 三 cosmraz cosmnzdrz =0 (mzn 并 HL n,m € NU {0}); 


(3) 三 cosmzsinnzdz =0 (meNU1{0},neN). 
事实 上 , 对 于 vn,m e N, 我 们 有 


1 TT 
/ sinmz sinnzrdz 一 二 / Icos(m — n)z — cos(m + n)zldz 
一 一 夏 


2 
ee 人 而 有 
司 n)z ee EE 
2 mn 7 十 兄 a 
;| ee 
-一 i m =n; 
2 m+n a 


不 ] 于 
/ cos mz cosnzdz = 5 / [cos(m — n)z + cos(m + n)zldz 
_7 ”一代 
0， mA 
i 


ri 下 页 
/ sin mz cos nzdz = 5 / Isin(m 十 n)z + sin(m — n)z|dz = 0. 
一 下 一 开 


另外 , 我 们 有 
/ 1“dz = 27 


/ sinnz.: ldr = 三 cos7mT .1dr = 0. 
因此 (1), (2) 和 (3) 成 并 . 
12.1.2 ”周期 为 2r 的 函数 的 全 里 叶 级 数 
与 守 级 数理 论 一 样 , 一 个 函数 能 否 展 成 傅 里 时 级 数 是 傅 里 时 级 数 
理论 中 的 一 个 重要 问题 . 
现在 设 


和 


十 oo 
(x) = 十 >》 (an Cos nz 十 bn Sin nz) 


入 一 】 
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在 [一 7,7] 上 成 立 , 且 右 边 的 级 数 一 致 收敛 到 f(x). 显然 , 此 时 f(z) 是 
一 个 [一 rz] 上 的 连续 函数 . 由 函数 项 级 数 的 一 般 性 理论 知 f(z) 在 [一 n,n 
上 的 定 积分 可 通过 该 级 数 逐 项 积分 得 到 . 对 于 vk > 0, 利用 基本 三 角 
函数 系 的 正 交 性 得 


pi 开 十 Se Ti 
/ 1 (2) cos krdz = / 2 COs kzdz 十 >》 an / COS NT Cos krdrz 


所 一 上 一 由 


十 oo i 
一- >》 pn / Sin nz cos krdz 
二] -0 
—TQk) 

因此 有 

1 三 

Qk = -/ f(r)coskrdr, k=0,1,2,.... 
A 一 而 


由 于 对 于 Yk > 1, 有 


元 T 十 Ce i 
/ f(z)sin krdz = / 2 sin kxdz 十 pb / coOS Nz sin krdr 


nn 三 L 
+ nt 
十 > bn / sin nz sin krxdz 
1 二] 一 各 


一 和 TO， 


因此 有 
or 人 fo)smkadz k=1,2,... 


以 上 的 分 析 给 我 们 提供 了 两 点 信息 : 

(1) 如 果 一 个 函数 f(z) 能 展 成 傅 里 叶 级 数 并 且 其 傅 里 叶 级 数 能 逐 
项 积分 , 则 该 f(z) 的 傅 里 时 级 数 具 有 唯一 性 . 

(2) 如 果 一 个 函数 f(z) 在 [-7,7] 上 可 积 , 我 们 束 可 计算 出 


1 页 
Wa -| f(z)cosnzrdrz, n=0,1,2,..: (12.1.2) 
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及 oe 
一 =/ f(z)sinnrdr, n=1,2,..:, 人 六 


并 形式 地 得 到 一 个 与 f(z) 有 关系 的 傅 里 叶 级 数 ， 为 此 我 们 形式 地 将 
它 记 为 
f(z)~ py 十 > COS NZ + bn sin nz), (12.1.4) 


Th 二 1] 


其 中 an(n = 0,1,2,…),bn(n = 1,2,…) 分 别 由 (12.1.2) 和 (12.1.3) 式 
给 出 . 今后 我 们 将 称 an,bn(n = 1,2,…) 为 f(z) 的 全 里 叶 系数 , 并 称 


十 Do 
己 十 >》 (an COS Nz 十 bn sinnz) 


宛 二 ] 


为 f(z) 的 健 里 叶 级 数 . 

在 这 里 读者 应 注意 到 , 我 们 只 是 说 f(z) 与 该 傅 里 叶 级 数 有 关 (在 
(12.1.4) 式 中 , 我 们 用 记号 ~, 而 不 用 等 号 =), 这 是 因为 我 们 并 不 知道 
该 傅 里 叶 级 数 是 否 能 收敛 于 f(z). 我 们 很 容易 举 出 例子 来 说 明 该 人 里 
叶 级 数 很 可 能 不 后 挟 收 全 于 f(z)， 事 实 上 , 改变 f(x) 的 有 限 个 点 的 
值 , 并 不 改变 (12.1.2) 和 (12.1.3) 中 的 每 个 积分 的 值 . 设 f(x) 改变 有 
限 个 点 的 值 后 得 到 的 函数 为 g(x), 则 f(x) 与 g(z) 具有 相同 的 健 里 叶 
级 数 . 但 是 在 这 有 限 个 点 , 该 傅 里 叶 级 数 显然 不 可 能 同时 收敛 到 f(zx) 
与 g(z)， 

但 对 于 连续 函数 f(z), 我 们 有 以 下 绪论 . 

定理 12.1.1 “” 设 函数 f(x) 在 (--co, +oeo) 上 连续 , 以 2r 为 周期 ， 
且 f(z) 的 傅 里 叶 系 数 全 为 0, 则 f(z) 在 (一 o0, 十 cco) 上 恒 为 0. 

证 明 ” 倘 者 f(z) 在 [7,7] 上 不 恒 为 0, 则 在 (7,7) 内 存在 zo， 
使 得 ffzo) 关 0. 我 们 不 妨 设 f(z0) > 0. 由 f(x) 的 连续 性 , 存在 6 > 0， 
当 xw€ (zo 一 6,zo 十 0) 时 , 有 


f(z) > NY- M>0 


由 于 f(z) 的 健 里 叶 系 数 全 为 0, 容易 看 出 对 于 任何 的 三 角 多 项 
式 T(z), 有 
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人 f(z)T(z)dz =0. 
我 们 现在 取 定 以 下 三 角 多 项 式 


To(7) 一 1 二 cos(z 一 0) 一 cos0 
= 1 + coszx cosro + sinz sin zo — cosd. 


显然 存在 + > 1, 对 于 ze (zo -5,zo+>), 有 To(z) > r > 1 注意 到 


当 xz € [x0 —7,zo+ TN\(zo — 6,z0+d) 时 ,有 |To(z)| < 1. 
对 于 vn € N, 由 于 并 (z) 是 一 个 三 角 和 多项式, 因此 有 
区 0 十 不 
Ff f(T (0)dz = 人 f(z)Tr(z)dz = 0. (12.1.5) 
男 一 方面 , 对 于 vn e N, 我 们 有 


TO— 占 下 站 十 元 
yaz+ /HT8G)dz| < 2rM 1" = 2rM 
工 0 一 看 0 十 


而 当 ”一 十 oo 时 , 我 们 有 


Z0 十 6 Z0 十 身 
| fer)arzf ,f(T (ea 
之 Mrn6 一 十 Co， 
因此 有 四 
/ f(r)Io (rz)dz 一 十 oo (nm 一 十 oo) 


这 与 (12.1.5) 矛盾 . 证 毕 . 

对 于 定理 12.1.1, 我 们 以 后 有 更 加 简单 的 方法 来 证 明之 . 

在 举例 来 熟悉 函数 的 傅 里 时 级 数 之 前 , 我 们 必须 注意 到 以 下 事实 : 
对 于 在 长 度 为 2r 的 半 开 半 闭 区 间 上 定义 的 一 个 函数 f(x), 我 们 总 是 
可 以 以 2r 为 周期 将 它 延 拓 到 (一 o0, 十 co). 因此 在 下 面 的 例子 中 的 函数 
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均 是 在 一 个 长 度 为 2r 的 区 间 给 出 , 但 它们 可 以 看 成 是 一 个 周期 为 2 
的 函数 的 限制 | 
例 12.1.1 设 阔 数 f(z) = z (-Tr < xz < 7), 求 f(z) 的 健 里 叶 
级 数 . 
解 ”f(z) 周期 延 拓 后 的 图 像 见 图 12.1.1. 注意 到 sin kz(k e N) 是 
奇 图 数 , 而 cos kz(k e NU {0}) 是 偶 函 数 , 因此 , 当 f(z) = 了 z 为 奇 函 数 
时 , 有 an = 0(n = 0,1,2,….). 对 于 vn eN, 我 们 有 


1 /™ 2 六 
bn, 一 一 / Tsinnrdz = — T sinnzdz 
i rn i jo 


2 FE ff/" 
= 一 一 一 站 关门 己 nz| 十 一 一 GOS nrdr 
nT 0 nn jo 


=(-1)™!. 


nn 


因此 


十 GO 


f(z) ~ >》 (1)"-! = sin nx. 


位 二 】 


在 例 12.1.1 中 , 严格 说 来 f(z) 只 在 (-r,r) 中 是 奇 函 数 . 但 由 于 
改变 z = -T 一 瓜 处 的 图 数值 不 会 改变 f(z) 的 傅 里 时 系数 , 因此 我 们 
不 芒 设 f(z) 在 [-r,T] 上 是 奇 函 数 .在 下 面 的 例子 中 , 我 们 说 一 个 函 
数 f(z) 是 奇 ( 偶 ) 函数 , 在 大 部 分 情形 下 仅 是 对 f(z) 在 一 对 称 区 间 中 
除去 者 干 个 点 后 是 奇 ( 偶 ) 函数 而 言 的 . 

思考 题 ” 设 函 数 f(z) = z(z € [0,27)), 是 人 百 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 
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十 oo 中 
也 是 >》_(-1)" sinnz? 
1 


视 一 


例 12.1.2” 设 函数 f(z) = 一 (xz e [0,27)), 求 flz) 的 傅 里 叶 
级 数 . 

解 ” 由 图 12.1.2 可见, f(zx) 是 奇 函 数 , 因此 aj = 0(n = 0,1,2,.…】). 
对 于 vn e N, 我 们 有 


==/ 瑟 
nn 2 


1 Te 
一 一 - — (7 -一 全 ) COS nz| -一 “一 一 COS Tdz 
nA 0 nT jo 


业 ， 
sinnrdr 


因此 我 们 有 


图 12.1.2 


注 ”从 上 例 可 以 看 出 , 当 考 得 f(z) 的 奇偶 性 时 , 可 结合 其 延 拓 后 
的 图 像 来 考查 , 不 要 仅仅 从 所 给 函数 的 解析 式 来 下 结论. 

例 12.1.3 “” 设 函数 f(z) = zz2(z € [0,27)), 求 ffz) 的 傅 里 时 
级 数 . 

解 ”f(z) 周期 延 拓 后 的 图 像 如 图 12.1.3 所 示 . 

从 图 12.1.3 可 以 看 出 f(z) 不 具有 奇偶 性 . 由 于 f(x) 的 傅 里 时 系 
数 的 积分 中 的 被 积 函 数 均 为 以 2r 为 周期 的 函数 , 因此 我 们 只 需 在 一 
个 长 度 为 2r 的 区 间 来 求 之 即 可 . 因此 有 
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一 2 0 27 4 工 


图 12.1.3 


Ts 人 8 
00 一 一 f(z)dz = -| rdx = 二 人 <. 
- 开 nn | 


Tn 
有 2 
1 
Qn 一 一 TX” cos nzdz 
i 
也 天 ) 2 
一 一 -72 5j 一 一 zsinmzdz 
一 一 一 全 sinmz T Sinny 
nn nn Jo 
———7XCo8Nnz| 一 一 一 cosnzdz 
n*7 nT 0 
4 a 
a? 二 ] ， 2 1 
n 
1 "TT 
b, = 一 上 rsinnrdz 
nino 
2 
1 » 27 2 
Tcosnr| 十 一 zcosnzrzdr 
TUT 0 TAT 0 
47T 站 
ee sinnzdz 


th 712 并 0 


4 
0 n= 1,2,..…, 
nn 


因此 


dn? cosnz ,sinnz 
f(z) ~ — i -4r》 一. 
n=]1 n=] 


2901 
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12.1.3 ”正弦 级 数 与 余弦 级 数 


若 函 数 f(z) 在 (a,b) 内 有 定义 , 而 且 它 是 一 个 在 [a,b| 上 可 积 函 
数 的 限制 , 我 们 将 称 f(z) 在 (a,b) 内 可 积 . 设 f(z) 在 (0,r) 内 可 积 , 则 
我 们 可 以 将 f(z) 延 拓 成 (-7,7) 中 的 奇 函 数 f(z) ( 称 之 为 奇 延 拓 ), 然 
后 再 将 它 周期 地 延 拓 到 (一 oo, 十 co)， 在 这 种 情形 下 , f(z) 的 健 里 叶 系 
数 中 

Gn =O0, n=0,1,2,.…., 
而 


时 ey 中 下 
bn 一 < |/ FI) sinnzdz = -| f(r) sinnzdz, nn 二 1],2,.: 
NT ~ To 
因此 ， 
f(z) ~ >》 bn sin nx. 
和 二] 


十 ec 
此 时 我 们 称 》 bn sinnz 为 f(z) 在 (0,r) 上 的 正弦 级 数 . 


放 一 二 


设 ffz) 在 (0,7) 内 可 积 , 则 我 们 也 可 以 将 f(z) 延 拓 成 (x, 7) 中 
的 偶 函 数 f(z) ( 称 之 为 偶 延 拓 ), 然后 再 将 它 周期 地 延 拓 到 (一 co, +eo)， 
在 这 种 情形 下 , f(z) 的 傅 里 时 系数 中 


而 i 
on 一 工人 f(z) cosnzdz, n=0,1,2,..., 
Ut 
因此 
十 Ge 
f(t) ~ 2 十 Yan cos NZ. 


1 三] 


co 
此 时 我 们 称 时 + 》 an cosnz 为 f(z) 在 (0,7) 上 的 余 强 级 数 . 由 于 


二] 


在 上 述 的 奇 延 拓 与 偶 延 拓 中 , 延 拓 后 的 函数 虽然 不 是 唯一 的 , 但 是 仅仅 
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在 z=0, 士 r 处 的 值 可 能 不 同 , 因此 它们 的 健 里 叶 系 数 是 相同 的 . 这 说 
明了 上 面 定 义 的 正弦 级 数 与 余弦 级 数 是 由 f(z) 在 (0,7) 内 的 值 唯 一 
确定 的 . 

例 12.1.4 ”分别 求 函 数 flz) = z2(z ec (0,7)) 的 正弦 级 数 与 余弦 
级 数 . 

解 ” 先 求 正 弦 级 数 . 由 


be 上 Zr2sinmzdz 


To 


2 ， r 4 广 
一 一 一 一 炎 COS mr| 十 -一 TCosnrdz 
NT 0 nT Jo 


2 4 ™ 
一 (TDn-1 一 十 (zsinnz| -/ sin nzdz ) 
: 0 


nn 17127 

J 4 
= —_1\™—1 PA a 一 而 市 司 
(D+ )" ,n=1,2,..., 


我 们 求 得 f(x) 的 正弦 级 数 为 
有 十 ee 


十 ee 
2 (-1)” .8sin(2n— 1)z 
T We S1mn nz . 》 Qn 1 本 1 


再 求 余弦 级 数 . 由 
9 一 -| sa -一 2， 
an 二 = f T2 cosnzdz 
0 
一 sin nz| 三 rsinmzdz 
nn 0 nn Jo 
-一 -到 zcosnz| 一 三 cosnzdz) 
=(-1)" 广 ， n= 1,2,..., 
我 们 求 得 f(z) 的 余弦 级 数 为 
2 TCO 一 


2 不 l 
T ve 5 COS NT, 


二] 
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12.1.4 周期 为 27 的 函数 的 傅 里 了 时 级 数 
我 们 现在 来 讨论 一 下 周期 为 2T > 0 的 函数 的 傅 里 叶 级 数 问 题 . 
设 函 数 f(z) 以 27 为 周期 且 在 任何 有 限 闭 区 则 上 可 积 , 作 目 变量 变 
痪 z= Zt, 则 函数 F(t) = 人 以 27 为 周期 且 在 任何 有 限 闭 区 间 
上 可 积 . 设 
a yo cosnt + bn sinnt), 


1 二 ] 


则 将 变量 t 变 回 变量 z 后 , 我 们 便 得 到 f(x) 的 傅 里 时 级 数 : 
fz)- i 2 + > 人 COS i + bn Sin 元 2 


其 中 


下 1 三 nT 
an = = FOcosnidt= 3 /flo) eos Fzdr mn = 0,1,2,.…,， 


1 f/f | 1 ff/{ nn 和 
bs = -| F(t)sinntdt = a/ f(r) sin 72d7, n= 1,2,... 


一 


例 12.1.5 求 f(z) -cosz( —3 <T< 7 ) 的 健 里 叶 级 数 . 


解 ”f(z) 是 以 7 为 周期 的 函数 , 且 为 奇 函 数 , 因此 an = 0(n = 
0, 1,2,.….). 记 了 = 了 ， 则 


站 


TCoOsSTSIN 2Nnrdr 


rlsin(2n — 1)z+ sin(2n++ 1)zldz 


So 


1 
一 ] 


| 


A NI NIY 


< pe . cos(2n = Dzaz| 


了 1 T 
一 一 一 一 2n 十 1)jzd 
+ cos(2n + 1)7 = 


T 
Tcos(27 一 1)7 
0 


十 
| 一 
by 


Tcos(27 十 1)Z 


| | 
| 
bs 
二 


-1 
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sin(2n 一 1) 了 十 sin(2n 十 DT 


a | 1 
本 区 一 1)? (2n 十 1)? 
_ (CD” 机 di 

(2n.—1)2 (2n+1) 
(—1)”™* 16n 


因此 


1 :一 人 1 
TCOST ~ > ee ~ gin 2nr. 


对 于 周期 为 27 的 函数 f(z) ee 我 们 也 可 以 用 如 下 的 
办 法 来 加 以 讨论 . 取 基 本 三 角 函 数 系 
2 


7 有 力克 .21 TT TT 
], COBS Te S31hn TY COS 2 S11n pit "O05 1 Sill pot 


容易 看 出 它们 是 长 度 为 27 的 区 间 上 的 正 交 函数 系 , 平行 于 周期 为 2r 
的 函数 的 傅 里 时 级 数 的 讨论 , 即 可 得 到 周期 为 27 的 f(z) 的 傅 里 叶 系 
数 公式 . 
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十 
从 函数 项 级 数 y "un(z) 的 一 般 研究 方法 知 , 若 其 前 n 项 部 分 和 


Sn(z) = 》Wwk(z)(n = 1,2,…) 具有 某 种 有 规律 的 表达 式 , 则 该 级 数 可 
Ek=] 


以 容易 通过 对 其 部 分 和 序列 的 研究 来 讨论 其 剑 散 性 . 健 里 叶 级 数 正 是 
具有 这 种 特性 , 由 于 它 的 部 分 和 序列 具有 很 规律 的 表达 式 , 因此 我 们 可 
以 从 它 的 研究 中 得 到 傅 里 叶 级 数 敛 散 性 的 许多 信息 . 

12.2.1 狄 利 克 雷 积分 

从 上 节 中 我 们 已 经 知道 , 者 周期 冰 数 f(z) 在 [x,7] 上 可 积 , 则 可 
形式 地 得 到 其 傅 里 时 级 数 


256 ”第 十 二 章 ”人情 里 叶 级 数 


十 Go 
a 
f(z) ~ + 》_(an COS NT + pn sinnz), 


和 一 荆 


其 中 
1 克 
Qn 一 一 / f(x) COS nrdz, Hf 0, 1, 2, a 
Tn 
1 页 
pb = =/ f(z) sinnzdzx, n= 1,2,.: 
i 一 不 


我 们 现在 来 考 音 f(z) 的 依 里 叶 级 数 部 分 和 序列 . 对 于 Yn e N, 我 
们 有 


SN 二 > 十 >》 (ak cos kz + bx sin kz) 
下 三 1 


1 请 "1 /" 
一 元/ fodau+2 | fwWleoskz cos ku + sin kz sin kuldu 


遇 tf 03+ Deosklu -ole 


k=1 


WW 一 下 
D si 
sin 5 
. ] 
| pr S11 (n+ 3 ): 
Wi A 2 sin — 
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- 工 / de+i+rtz- et 到 
5 人 


2 Sin 一 
2 
上 述 f(z) 的 依 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 形式 将 给 我 们 提供 许多 有 
用 信息 . 下 面 我 们 先 来 对 它们 作 一 些 粗略 的 分 析 . 若 取 f(z) = 1, 则 其 
健 里 叶 级 数 的 前 ”项 的 部 分 和 5%(z) = 1. 这 说 明了 对 于 vn e N, 有 


1 
2 A Sin (n+ ;): TT 
1= 工 上 —— t=2 | Dt)dt, 
0 0 


开 t 


2 sin 5 
1 
| sin (" 十 3)' 网 
其 中 Dn(t) = 一 一 一 了 和. 今后 我 们 将 称 
27 SN 一 
2 


/ “f(z 4) + f(z Dalt)dt 


为 f(z) 的 狄 利克 雷 积 分 , 并 且 称 D,,(t) 为 犹 利克 雷 核 . 
现 取 定 zo € [一 7,7], 我 们 来 研究 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 部 分 和 序 
列 {Sn(zo)} 是 否 以 So 为 极限 . 由 于 


Sn(zZo) — So = | Ye + 臣 + f(zo—t) ~ 2S0)Dn(t)adt 
-| Tt (n+ 3 )tdt 


t 
0 二 S] a 
TT 有 


一 / G(t) sin (" 十 3 at 
0 2 


TO +t) + f(ro—t)—250 


其 中 
G(t) = fF 


(12.2.1) 
27T SN 一 
2 


对 上 述 积分 我 们 粗略 地 观察 一 下 可 以 看 出 , 当 n 很 大 时 , sin (n+ 3)t 
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的 值 随 着 t 在 [0,7] 上 的 变化 , 不 断 地 在 x 轴 的 上 下 波动 . 着 G(t) 是 
个 常数 的 话 , 显然 有 


/ ‘Glosin (n+ 3)tdt 0 (no00) 


车 G(t) 不 是 常数 , 但 G(t) 可 积 , 当 -co 时, 则 由 sin (n+3)t 在 z 


轴 上 下 不 断 波动 , 使 得 Glt) sin (n+ =)t 的 积分 不 断 相抵 , 因此 上 面 的 
积分 也 应 该 趋 于 0. 

在 以 下 行文 中 , 我 们 经 第 要 用 到 以 下 假定 : f(x) 在 [a,b| 上 可 积 或 
有 瑕 点 时 绝对 可 积 . 对 此 假定 的 确切 意义 是 ， f(z) 在 [o,9] 上 或 者 是 
黎 曼 可 积 的 , 或 者 具有 有 限 个 下 点 , 在 [a, 中 不 含 瑕 点 的 任何 闭 子 区 
间 f(z) 均 是 黎 曼 可 积 的 , 并 且 |f(z)| 在 (0, 可 上 的 环 积 分 是 收敛 的 

我 们 有 下 面 的 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 

引 理 12.2.1 ( 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,4] 上 可 
积 或 有 瑕 点 时 绝对 可 积 , 则 


b b 
lim / f(z)sinArzdr = lim / f(z) cosArdr = 0. 
大 一 + 十 避 吕 a 和 一 + 十 吕 D 2 


证 明 ”我 们 分 两 种 情形 加 以 证 明 . 
(1) f(z) 在 la, 上 可 积 
由 f(z) 在 [ae, 引 上 可 积 , 从 而 它 是 有 界 的 , 因此 存在 M > 0, 使 
得 vz es [ab 有 |jz)jl < M. 再 由 f(x) 的 可 积 性 , 对 于 ve > 0, 存 
在 [a, 电 的 分 钊 
a= X70 <TI :<IN=b, 


对 于 ==1,2,:...,N, 记 Azx; 二 zi 一 Zi_1 和 


M:; = wp tf (2)} m= inf 二 
TEITi~ 1 Ti 1 一 1 


rE|z 
则 有 
和 已 
>》 (Mi 一 Th ) AL: < 5- 
t==1 
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现在 我 们 取 定 一 个 满足 上 述 条 件 的 固定 分 割 , 注意 到 对 每 个 1 <i< N， 
当 实生 Er 时 ， 有 
0 < f(x) — mi < Mi — mi, 


因此 有 


b 
/ f(x)sin 和 Azdz 


N PL 
> / : (f(x) — mi) sin Xzdz 


i=1 " Zi-—1 


N 9 N 
< >》 (RM — TATi 十 solmal 
i 一 1 4 一 


2NM 


< 5+ Fk 
由 于 这 个 分 割 是 固定 的 , 因此 存在 = 一 一 当 和 A>X 时 ,有 一 一 < 
> 所 以 , 当 和 >X 时 , 有 


MN 
>》, f(x)sin Ardz 
ll 


一】 
N Ts 
ms / sin Axdz 
t=1 一 


< 


b 
/ f(r)sin Ardz 


< 局， 


这 就 证 明了 当 f(x) 在 [ao 如 .上 可 积 时 , 有 


b 
li ~ f(x)sinArdz = 0. 
im 人 f(x) sin Azdz 


(2) f(z) 在 [ww 中 上 有 瑕 点 . 
不 妨 设 f(z) 只 有 一 个 瑕 点 ce (a,5). 由 于 f(x) 绝对 可 积 , 因此 
互 二 站 
存在 5> 0， 使 得 ao<c-5<c+5<5 和 人 jz)ldz < ,从 而 对 
任意 的 入 有 


十 在 
/ f(x) sin Ardz 
c—¢ 


十 本 E 
< / zjldaz < 去. 
Ce 一 十 J 
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再 由 于 jz) 在 [a,c 一 引 及 [c 十 6,8] 上 可 积 , 因此 存在 基 >>0, 当 入 > 天 
时 , 有 


CC 由 
/ f(x)sin Azdzx 


= 
友 
b 
/ f(z)sin Ardz 
ct 


< c 
3 


b 总 一目 C 十 本 
| / f(z)sin Ardz - / f(x)sin Medz 十 | / f(x)sin Ardz 
0 全 ce— 


b 
十 / f(x)sin Avdz 
ct 


2 Ee E 
3 3 十 3 = E. 
因此 由 (1) 和 (2) 推出 在 定理 的 假设 下 有 


b 
lim / f(x)sin Ardz = 0. 


人 一 十 oo 
同 理 可 证 
,km / f(x)cosArdr = 0. 
证 毕 . 
现在 我 们 回 过 头 来 考查 以 下 等 式 ; 
SnlT0) — So = f(zo+t)+ f(ro—t) -250 sin (n+ 3 ) tdt. 
0 


27 Sin 一 
TSin 5 


设 ffz) 在 [~7,7#] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 纵 对 可 积 , 我 们 来 看 该 式 当 mn” 一 oo 
时 的 变化 情况 . 

在 上 =0 的 某 个 邻 域外 , 若 G(t)(G(t) 由 (12.2.1 定义 ) 没有 环 点 显 
然 是 可 积 的 , 并 且 有 瑕 点 时 也 绝对 可 积 , 因此 由 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 ( 引 
理 12.2.1) 有 
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上 G(t) sin (n+ 3 at -0 (nm 一 oo). 


所 以 当 nn 趋 于 无 穷 时 , 5%(x0) 一 So 是 否 趋 于 0 仅 与 f(xott) 在 +=0 附 
近 的 值 有 关 , 换 句 话说 仅 与 f(z) 在 zo 附近 的 值 有 关 . 因此 我 们 有 

定理 12.2.2 ( 黎 曼 局 部 化 定理 ) ” 设 周 期 为 2r 的 函数 f(x) 在 
[一 7,7] 上 可 积 或 有 表 点 时 绝对 可 积 , 则 f(x) 的 储 里 叶 级 数 在 zo Ee 
[一 7;7] 处 的 敛 散 性 只 与 f(z) 在 (zo -bzo+g0) 的 值 有 关 , 其 中 6 > 0 
是 一 任意 给 定 的 正常 数 . 

值得 指出 的 是 , 一 个 函数 f(x) 的 健 里 叶 系 数 是 由 f(x) 与 基本 三 
角 函 数 系 中 每 个 函数 的 乘积 在 [-r,x] 上 的 积分 得 到 . 换 句 话说 , 它们 
依赖 于 [x,7| 上 f(x) 的 取 值 . 而 以 上 定理 却 告诉 我 们 : 傅 里 叶 级 数 
在 zo 处 的 钱 散 性 只 依赖 于 f(z) 在 zo 附近 的 局 部 性 质 . 这 个 结果 有 
点 出 乎 人 们 的 意料 . 

现在 我 们 继续 来 研究 f(z) 的 傅 里 时 级 数 在 zo 处 的 敛 散 性 , 为 了 
更 加 容易 估计 Su(zo) 一 5o, 我 们 注意 到 在 f(z) 的 狄 利 克 雷 积分 中 被 
积 函数 的 2sin = 可 以 用 t 代替 . 换 句 话说 , 车 f(z) 在 [0,5] 上 可 积 或 
具有 瑕 点 时 绝对 可 积 , 则 当 n 一 co 时， 


. ssin (n+3): 5 Sin (n+ 让 
一 一 一 一 一 /bdt 与 / — f(tdt 
2sin 5 


具有 相同 的 敛 散 性 , 并 且 它 们 收敛 时 有 具有 相同 的 极限 . 
事实 上 , 由 


t 
2t sin 一 at sin 
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] ] 
,1 
w(t) = Zsin = 
U， t= 0, 
则 g(t) 在 [0,7] 上 连续 , 因此 有 界 , 从 而 f(t)y(t) 在 [0,5] 上 可 积 或 有 
瑕 点 时 绝对 可 积 . 由 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 有 


im | L f(t) p(t) sin (n 二 > )tdt —0. 


由 此 即 得 
1 1 \， 
5 sin (n+ 2): s f(t)sin (n+3): 
lim f(t)— dt= lim a 


注 ”上 述 等 式 的 确切 总 义 是 ; 等 式 两 边 的 极限 具有 相同 的 敛 散 性 ， 
并 且 它 们 收敛 时 具有 相同 的 极限 . 另外 , 由 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 及 上 面 的 
分 析 , 者 f(z) 在 [0,#] 上 可 积 或 有 也 所 时 绝对 可 积 , 则 有 


1 1 
s1n (n+3): Sin (n+ 3 
tt 一 一 一 -一 个 


im | f(t dt= lim, | f0 
n 一 co /pn 人 2sin = mn 一 oo 0 t 


z ey to sinz 
利用 上 述 等 式 , 我 们 可 以 计算 出 积分 / 网 


村 上 


事实 上 , 我 们 已 经 知道 该 积分 是 收敛 的 , 取 f(t) 三 1, 则 有 
, ) , 1 
-Snlnto |t T BILL 
2 mep jm 2 a 


1 三 lim — 一 
人 
9 fn+za)Jr einz 9 se sinr 
——dzx= CC— dz 
0 


Wr 9 sin 二 
9 
一 jnm 一 


noo Jo 了 A 


J 
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12.2.2 ” 傅 里 叶 级 数 的 收敛 判别 法 
对 于 给 定 的 zo € [-, 如 , 我 们 继续 进行 周期 为 2r 的 函数 f(z) 的 
傅 里 时 级 数 在 zo 处 敛 散 性 的 讨论 . 根据 上 一 小 节 推 导 , 我 们 知道 f(z) 
的 傅 里 时 级 数 在 zo 处 收敛 到 5o 的 充分 必要 条 件 是 : 对 充分 小 的 正 
数 5>0. 有 
~ f(zo+t)+ f(xo ~—t)— 250 


im 和: sin (n 十 > )tdt = T1222) 
该 极限 的 收敛 性 还 可 转化 为 如 何 选择 51 及 92, 使 得 
lm 人 sin (n+ > )tdt = 0 (12.2.3) 
多 vO 
Lim f(zo 二 22 sin (n 十 > )idt = 0. (12.2.4) 


显然 当 (12.2.3) 及 (12.2.4) 成 立时 , 令 So = 衬 寺 22， 则 (12.2.2) 必 
成 立 : 

我 们 首先 来 看 一 个 简单 的 情形 : 设 f(x) 在 zo 处 可 导 , 则 
.J (zo 十 , fro) 


lim 
t= 


特别 地 , 我 们 推 知 Jo 在 zo 的 邻 域内 有 界 . 这 说 明 t 一 0 


= f (xo). 


不 是 并 加 二 四 一 人 30) 的 正点 , 因此 取 54 = f(zo), 则 (12.2.3) 成 立 
同 理 , 当 f(x) 在 To 处 可 导 时 , 取 52 = flzo), 则 (12.2.4) 成 立 . 因此 ， 
当 f(x) 在 xo 处 可 导 时 , 取 So = flzo), 则 (12.2.2) 成 立 . 
基于 上 述 的 结果 , 我 们 进一步 讨论 健 里 叶 级 数 在 一 个 区 间 上 的 敛 
散 性 . 为 此 我 们 引入 一 个 函数 分 段 可 微 的 概念 . 
设 函 数 f(z) 在 区 间 ja,9] 上 有 定义 . 若 存在 [a, 59] 的 分 割 


A:o0=T0 TZ < Tn 一 让 


264 第 十 二 章 ” 傅 里 叶 级 数 


使 得 f(z) 仅 以 zi 为 第 一 类 间断 点 , 并 且 在 zi(i = 1,2,:…,n) 处 , 存 
在 推广 的 单 侧 导数 , 即 


jm fmith)— f(zit+0) a 
h—0+0 h 


f+ (z0) 


与 
和 h)— 2 一 A cl 
,lim 袜 - h ee 7 一 二 (Zo) 


存在 (在 [a, 刀 的 端点 处 存在 推广 的 左右 导数 ); 而 当 zx € (Ti_1, Ti)(i = 
1,2,… ,n) 时 , f'(z) 存在 . 者 f(x) 满足 以 上 条 件 , 则 称 f(x) 在 [a,b 
上 是 分 段 可 微 的 . 

对 于 分 段 可 微 函 数 , 车 在 (12.2.3) 式 左边 取 9 = f(zo + 0), 在 
(12.2.4) 式 左边 取 52 = f(zo 一 0), 则 (12.2.3), (12.2.4) 式 同 时 成 立 . 因 
此 我 们 有 

定理 12.2.3 设 f(z) 是 周期 为 2r 的 函数 , 且 在 [-,T] 内 分 段 


可 微 , 则 f(z) 的 储 里 叶 级 数 处 处 收敛 到 Ee 即 


十 oo 
Qo . f(s—0)+f(z+0) 
》 (an cos nz + bn sin nzZ) = 8 


i 三 ] 


2Z E |—7, 人 7]. 


下 面 我 们 来 看 一 些 更 为 精细 的 结果 . 对 于 zo e [一 7,7], 我 们 令 
P(t) = f(zo t+t)+ fro —t)— 250, (12.2.5) 


则 2 在 上 =0( 即 f(x) 在 xzo) 附近 的 性 质 对 健 里 叶 级 数 的 收敛 起 着 
至 头 重 要 的 作用 . 

由 黎 曼 _ 勒 贝 格 引 理 , 若 要 (12.2.2) 成 立 , 只 要 2 在 t+ = 0 的 今 
域 绝对 可 积 即 可 . 因此 我 们 有 

定理 12.2.4 ( 狄 尼 定理 ) ” 设 f(z) 是 周期 为 2r 的 函数 , 在 [一 T,T] 
上 可 积 或 有 瑕 点 时 绝对 可 积 , 并 且 对 于 zo € [一 7,7], 存在 6 > 0, 使 得 


5 
[ela «+o 
o + | 
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则 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 在 zo 处 收 合 到 5o( 其 中 p(t) 见 (12.2.5)). 


证 明 ”由 定理 所 给 条 件 知 人 在 [0,6] 上 绝对 可 积 . 又 由 f(z) 的 


条 件 知 在 人 直上 可 积 或 有 瑕 点 时 绝对 可 积 , 因此 在 [0 了 
上 绝对 可 积 . 由 黎 曼 勒 贝 格 引 理 推出 


lim [Sn(20) — S50] = lim / PE sin G + 3 ) dt = 0. 
TO 证 一 OO 0 


证 毕 . 
从 定理 12.2.4 立即 可 推出 下 面 的 李 普 西欧 (Lipschitz) 定理 
定理 12.2.5 ( 李 普 西洲 定理 ) ” 设 f(z) 是 周期 为 2r 的 函数 ， 
在 [7,7] 上 瑕 可 积 或 有 也 点 时 绝对 可 积 ， 再 设 f(z) 在 zo € [一 mr 如 
处 满足 ca- 赫 尔 德 (a > 0) 连续 性 , 即 存 在 L > 0,5 > 0, 使 得 对 于 
zeErUlzo,0 有 
[f(zo+t) — fro)| 科 了 村 


则 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 在 zo 处 收敛 到 f(zxo0). 
证 明 ”由 f(z) 在 zo 处 满足 a- 赫 尔 德 (a > 0) 连续 性 , 存在 5 > 0， 
使 得 当 te (-6,6) 时 , 我 们 有 


|f (zo + #) — f(xo)] -~_t 
t Te 


t — 
由 于 a > 0, 我 们 推出 


[ 2 区 id < 十 Co， 
站 t 


其 中 p(t) 见 (12.2.5). 由 狄 尼 定理 知 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 在 zo 处 收敛 
到 f(zo). 证 毕 . 

最 后 我 们 来 证 明 一 个 在 理论 上 及 应 用 上 都 十 分 有 用 的 结果 , 即 单 
调 函 数 的 傅 里 叶 级 数 必 定 收 敛 . 
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定理 12.2.6 ( 犹 利 克 雷 定理 ) ” 设 f(x) 是 周期 为 2r 的 函数 
在 [7,7] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 绝对 可 积 , 再 设 zo € [-T;,T] 不 是 f(z) 
的 瑕 点 , 并 且 存 在 bo > 0, 使 得 f(z) 在 (zo 一 60,z0) 及 (zo,zo 十 6o) 内 
分 别 单调 , 则 f(z) 的 健 里 叶 级 数 在 zo 处 收敛 到 
f(zo— 0)+ f(zot+0) 
2 


证 明 ” 先 设 f(z) 在 (zo, zo 十 60) 上 单调 . 我 们 证 明 


1 % f(zo+t) — f(zo+t 0) 


不 妨 设 f(x) 是 单调 上 升 的 . 由 于 


三 sint ] ， T 
0 + 2 


故 连续 函数 G(z) = / rt 在 [0,+oo) 上 有 界 . 由 此 存在 常数 M > 
0D 
1, 使 得 对 任意 0 < < 妇 < 二 oo, 有 


| 


由 f(z) 的 单调 性 , 对 于 ve > 0,30 < 5 < io, 使 得 当 0 < 上 < 6 时 ， 


sin Atdt = 0. (12.2.6) 


有 
hehe ~ 2M 5 
60 f(zo+t)— f(zot+0) ,as 


0 t 


二 加 
Tmt et 7 


Wo f(zo+t) — f(ro+ 0) 
5 t 
全 了 十 J 


sin Atdt 
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对 于 J 注意 到 二 za + 二 一 大 z 了” 在 [5,60] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 
绝对 可 积 , 因此 由 歼 曼 - 勒 贝 格 引 理 知 , 3Xo > 0, 当 入 > Xo 时 , 有 
可 < 7 


现在 来 估计 积分 了 由 定 积 分 第 二 中 值 定理 , 人 存在 上 e (0,6), 使 得 


6 
i / f(zo t+t)— fro+0) ii 


t 
| 
人 一 Sin Atdt 
上 t 


A 
/ sint 3 
XE + 


= |f (zo +6)— f(zo+t 0)| 


= |f (zo++ 6) — flxo+t 0) 


E E 
< 


因此 
已 
加 


一 E. 


二 上 一 Boy sin Mtdt 
0 


E 
< 


(12.2.6) 得 证 ， 同 理 可 证 当 f(z) 在 [0,6o] 上 单调 下 降 时 ，(12.2.6) 也 
成 立 . 

由 于 flzo 十 六 和 f(zo 一) 在 [0,60o] 上 分 别 单调 , 利用 上 面 已 证 
结果 我 们 有 

/ 1 
sin | 刀 十 一 | 

im 六 | f(zo+t)+f (vo—t 0 wal ue 

0 


证 毕 . 
注 ”在 定理 的 假设 下 , 由 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 我 们 有 


1 
,nV\]1Sin (n+3) 
Jm, / F(zotd)+ f(ro-) -2 —— dt=0, 
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因此 
s1n Ca 十 2 ) 
lim 上 Es 
Nn 0 t 9 : 


为 外 , 从 定理 12.2.6 的 证 明 中 我 们 可 以 看 出 , 当 f(x) 在 zo 的 50 
邻 域内 单调 时 , 下 述 等 式 成 立 ; 


lim 二 en tat _ = f(z0 £0). 
最 后 我 们 来 小 结 一 下 本 节 的 内 容 . 在 实际 应 用 中 , 下 述 的 结论 是 经 


常用 到 的 . 
议 f(z) 是 周期 为 2r 的 函数 , 者 f(z) 满足 以 下 条 件 之 一 : 
(1) f(z) 在 [7,7] 分 段 单调 ; 
(2) f(z) 在 [7,7T| 分 段 可 微 ， 
则 对 于 vz € [一 x, 7], f(x) 的 侍 里 叶 级 数 收敛 到 
f(z —0)+ f(z+O0) 
: 
因此 , 对 812.1 中 的 例子 , 我 们 有 
例 12.2.1 函数 f(z) = z(-r 和 zz <7) 的 傅 里 时 级 数 为 


3 1)” 一 一 sinnz — { wa 
a U， = ,7 
例 12.2.2 ”函数 f(z) = (2 e [0,27)) 的 傅 里 时 级 数 为 


十 Ge .， 
一 
7 


性 三 儿 


例 12.2.3 ”函数 f(z) = zx*(z € [0,27)) 的 傅 里 时 级 数 为 


十 oo 十 ee 、 
44 克 2 COS NT sin nz 
ED i Dr 
n=] 站 一 


= 本 ~ € [0,27), 
0, T = 0,27. 
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加 T2， r E (0,27), 
272， = 0,27. 
例 12.2.4 函数 f(x) = z2(z € [0,7)) 的 正弦 级 数 与 余弦 级 数 分 
别 为 


十 Go 十 co . 2 
一 上 于 [ 四 ey 1 四 小 本 Ha CC ,7 
3 了 dinnz SY smen— Ds - | [0, 7) 


(2n — 1) U, T= 


(2 As (一 
3 | 人 rT)2 COS NT 一 1, "= [0， 如. 


例 12.2.5 ”函数 f(z) = zcosz( We 2) 的 健 里 叶 级 数 为 


1) 16n 
T (4n2—1)2 

注 ”在 例 12.2.5 中 函数 的 周期 为 r, 但 相应 的 傅 里 叶 级 数 收 和 敛 性 
的 结论 仍 真 , 请 读者 目 己 证 明 该 结论 . 

例 12.2.6 ” 设 0<a<1, 试 求 函 数 f(z) = cosaz(z E (—7,7)) 
的 傅 里 叶 级 数 , 并 求 出 该 傅 里 时 级 数 的 和 函数 . 

解 显然, f(z) 为 偶 函 数 , 因此 

pn 一心 N=1,2,...: 


下 开 
sin 2m7r 一 了 COoST， ZE -到 下 


2 . 
an0 一 一 cos adr = — Sin oan, 
并 on TO 


人 
Ch 一 上 COS OT COS NTdT 
niJo 


了 三 [cos(a — n)z + cos(a + n)zldz 
Wit 
1rsin(ag—n)z ， sin(a 十 m)Z1| 


一 天 fr 十 人 宛 0 
er Sin CT 


= (~1) roa — nay’ n = 1,2,.…: 
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注意 到 cos az 分 段 可 微 且 连续 , 因此 当 x e [-7,7] 时 , 有 
十 DO 


】 1 一 上 ) 王 2 
(a 十 a cosnz = COS OT. 
CO 一 一 


开 az2 — nn2 
t=1 


利用 以 上 展 式 , 我 们 可 以 得 到 一 些 有 趣 的 推论 ( 见 本 章 习 题 ). 

最 后 我 们 简单 地 介绍 一 下 关于 健 里 叶 级 数 敛 散 性 的 研究 历史 . 全 
里 叶 在 研究 热传导 问题 时 引进 了 健 里 叶 级 数 后 , 当时 他 曾 认 为 基本 .上 
所 有 函数 的 体 里 叶 级 数 都 收敛 . 后 来 狄 利克 雷 给 出 了 很 里 叶 级 数 敛 散 
性 判 列 法 . 在 犹 利克 雷 的 研究 工作 之 后 ， 人 们 以 为 任何 连续 函数 的 傅 
里 时 级 数 都 收敛 到 该 函数 , 但 人 们 在 1873 年 给 出 了 例子 , 从 这 些 例子 
可 以 看 出 一 个 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 可 以 在 一 个 无 穷 点 集 上 发 散 , 而 
且 后 来 人 们 还 举 出 了 可 积 函 数 的 傅 里 时 级 数 处 处 发 散 的 例子 . 在 傅 里 
叶 级 数 的 敛 散 性 这 个 问题 上 直到 近代 还 有 一 些 重要 的 研究 工作 , 由 于 
这 些 工作 的 介绍 要 用 到 实 变 函数 课程 中 的 知识 , 我 们 在 这 里 不 再 装 述 . 
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在 上 节 中 我 们 主要 讨论 了 函数 f(z) 的 傅 里 时 级 数 的 点 收 敏 性 . 在 
本 节 中 , 我 们 将 讨论 傅 里 时 级 数 有 关 的 其 他 一 些 收 伍 性 . 不 失 一 般 性 
在 本 节 中 我 们 假定 f(z) 是 周期 为 2r 的 函数 . 读者 不 难 将 本 节 的 结果 
推广 到 f(z) 是 以 27 为 周期 的 函数 的 情形 . 

12.3.1 连续 函数 的 三 角 多 项 式 一 致 逼近 

我 们 在 究 级 数理 论 中 已 经 证 明了 [a,b| 上 连续 函数 必 可 由 多 项 式 
一 臻 逼近 . 在 本 小 节 中 , 我 们 证 明 以 2r 为 周期 的 连续 函数 必 可 由 三 角 
多 项 式 一 致 驶 近 , 即 证 明 

定理 12.3.1 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 通 近 定理 )  ” 设 f(z) 是 以 27 为 
周期 的 连续 函数 , 则 存在 


Te 2 十 >》 (ak cos kzT+ Brsinkz) (n= 1,2,...), 
乓 一 
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使 得 ve > 0, 存在 Ne N, 当 n > 时 , 对 一 切 ze (一 00, 十 oo), 有 
Tn (2) — f(z)| < 
为 了 证 明定 理 12.3.1, 我 们 需要 做 些 准备 工作 . 从 上 市 我 们 介绍 的 
傅 里 叶 级 数 敛 散 性 研究 的 历史 中 可 知 , 一 般 来 说 , 定理 12.3.1 中 的 三 
角 多 项 式 序列 不 能 取 f(z) 的 健 里 叶 级 数 的 部 分 和 序列 . 因此 我 们 必须 
另 找 其 他 的 三 角 多 项 式 序列 . 我们 回忆 一 下 , 对 一 个 序列 {zn} 来 说 ， 
若 DJ zn 一 Q, 则 必 有 Jim 一 一 一 = ag, 而 反之 一 般 不 真 . 因 


此 fi tt 比 {zn} 来 说 有 可 能 具有 更 好 的 收敛 性 


谤 jz) 的 传 里 时 级 数 为 一 +y (or cosnz+ bn sinnz), Sn(zj(mn = 


也 一 1 


… ) 为 其 部 分 和 序列 , 对 于 n= 0,1,2,:…, 我们 记 

Sr(z) = So(z)+ SI1 + 十 Sn(z) 
我 们 将 看 到 , 对 于 me N, S*(z) 也 有 很 好 的 积分 表达 式 . 事实 上 , 我 们 
有 

ni | 1 
> sin (# 十 5): 
S(T) = mf Hd 
(n+ 1)r J- 2 sin 


> 2sin t sin (+ 3): 
= 广 f(z+t) 一 dt 


4 sin“ 一 
S11 了 


谍 


>》 (cos kt — cos(k++ 1)t) 
1 局 三 口 
-mR 


4sin 5 
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2 信 十 二 . 
] fT™ 31n t 
ds 2(n+ 1)sin’ 7 


-工人 fetta 


2 ntl 
其 中 g(t) = ”2 称 为 费 叶 (Fejér) 核 .显然 对 任意 的 + 


t 
2(n oT 1) sin* 5 


有 Bn(t) 0. 在 上 述 积 分 表达 式 中 令 f(z) 三 1 我 们 推出 


而 


< Bt)dt = 1. 
下 面 我 们 来 证 明定 理 12.3.1. z 
定理 12.3.1 的 证 明 ”我 们 将 证 明 f(x) 的 傅 里 时 级 数 部 分 和 序 
列 {5S,(z)} 的 算术 平均 构成 的 序列 {S*(z)} 在 [-7,7] 上 一 致 收敛 
于 f(z). 对 于 任意 的 ze [一 7,7]， 我 们 有 下 述 不 等 式 : 
0) -Ss = | Bn) -fle + lt 


ee 人 Bfz) -Fiz+ildt (12.3.1) 


并 


设 |f(z)| 在 [-7,7] 上 的 最 大 值 为 M. 注意 到 f(z) 以 27 为 周 
期 由 f(x) 的 连续 性 我 们 推出 它 在 (-oo, +ce) 上 一 致 连续 , 从 而 对 
于 Ye > 0, 36 > 0, 当 xz1, zz 满足 |z1 一 z2| < 65 时 , 有 
zl) — f(x2)| < 3 
将 (12.3.1) 式 右边 的 积分 分 解 成 卫 十 了 十 13, 其 中 
1 一 
n=i/ Balf()— f(r + 


1 有] 
n==/ Bal (2) — f(z + Dat 
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=F mo) 一 Fe+bldt 
现在 我 们 来 估计 上 面 的 每 一 个 积分 
对 于 Jo, 我 们 有 
Li 
B=/ nf) f(r + at 


= [5 
< Bnd 
I |.® (t)dt 


< = |/ GB (t)dt = s 


对 于 五 , 我 们 有 
= 
n==/ nf(e) -f(r+ lt 


z 1 
] 了 一 sin? > 1 
< 2M— a 


1 /5 1 
"J 2(n + 1)sin? 


M7 | 1 : 
，2 0 多 十 1 


与 1 也 


因此 存在 Ni > 0， 半 n>N 时 , 有 
人 2 
同 理 可 证 , 存在 Na > 0, 当 n > No 时 , 有 
73 < 本 
因此 , 当 n> N = maxfNi, N2} 时 , 对 于 Vx e [一 nt,7, 有 


(7Z) 一 (ZI < E. 
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注意 到 对 于 vn € N，S*(z) 仍 为 一 个 至 多 n 阶 的 三 角 多 项 式 ( 且 
与 S*(z) 的 阶 相 同 ), 定理 12.3.1 得 证 . 证 毕 . 

例 12.3.1 设 函 数 f(z) 在 (-oo,+eo) 上 连续 且 以 2r 为 周期 ， 
再 设 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 处 处 收敛 . 证 明 f(x) 的 健 里 叶 级 数 必 处 处 收 
全 于 f(z). 

证 明 设 


十 oo 
f(x) i ey 十 2 (an COS NZ 十 bn Sin nz). 


| 


对 于 Yz E (一 00, 十 %0) 记 


a 

So(7) 一 

RE 可 十 (ak coskzr+brsinkrz) (n= 1,2,..:), 
k=1 

SO) = FI) -12 0) 


由 于 f(x) 的 健 里 时 级 数 处 处 收敛 , 因此 存在 (一 00, 十 oo) 上 定义 
的 函数 g(x), 使 得 对 于 Vx € (一 00, 十 oo0), 有 


im Sn(T) = 9g9(7). 
因此 , 对 于 Vz € (-ooe, +ec), 有 
im S%(z) = g(z) 


再 根据 定理 12.3.1, 我 们 有 S*(z) 冯 f(x)(x € (一 00, 十 00)), 从 而 有 f(x) 三 
gf(zj(z E (—o00, +o00)), 


十 oO 
f(x) = 十 >》 (an cosnz + bnsinnz), xz €(—o0,+o0). 


n=1 
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12.3.2 ” 伴 里 叶 级 数 的 均 方 收敛 


我 们 已 经 对 函数 序列 (函数 项 级 数 ) 的 后 收 化 及 一 致 收 线 有 了 许 
多 研究 . 对 于 健 里 叶 级 数 来 说 , 由 于 它 与 积分 密切 相关 , 我 们 可 以 引入 
另 一 种 意义 下 的 收敛 一 一 均 方 收敛 . 

为 了 讨论 均 方 收敛 , 我 们 必须 对 所 涉及 的 函数 附加 一 个 稍 强 的 条 
件 . 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,b| 上 除了 有 限 个 甫 点 外 有 定义 , 在 [a,9| 上 
的 任何 不 包含 瑕 点 的 子 区 间 [c,d| 上 可 积 , 并 且 f2(z) 在 [a,b| 上 的 瑕 
积分 是 收敛 的 , 则 我 们 称 f(x) 在 [a,9] 上 平方 可 积 . 特别 地 , 当 f(z) 
在 [a,b] 上 可 积 时 , f(x) 在 [a,b| 上 必 平 方 可 积 . 

定义 12.3.1 设 函 数 f(z), 所 (7) (n = 1,2,…) 在 区 间 [a,b| 上 平 
方 可 积 , 并 且 满 足 


lim, | (fn(z) — f(a)]?dz =0. 


则 称 函 数 序 列 {f(z)} 在 [ec, 上 均 方 收敛 于 f(z). 

函数 序列 的 这 种 均 方 收敛 性 在 一 些 数学 分 支 的 研究 中 起 着 重要 的 
作用 , 在 健 里 叶 级 数理 论 中 也 具有 重要 的 理论 和 应 用 价值 . 下 面 我 们 先 
来 研究 一 下 平方 可 积 函数 类 的 一 些 初 等 性 质 . 

由 于 对 区 间 [a,9] 上 任意 的 函数 f(z) 总 成 江 


fo < 天 加 十: 
因此 , 当 f(z) 在 区 引 上 平方 可 积 时 , f(z) 在 fw 昌 上 必定 绝对 可 积 
这 说 明 f(z) 平方 可 积 的 条 件 要 比 f(z) 绝对 可 积 的 条 件 强 一 些 

对 于 区 间 [e 中 上 平方 可 积 的 函数 f(z),g(z), 我 们 有 以 下 的 结论 

(1) f(z)g(z) 在 [a, 昌 上 绝对 可 积 ; 

(2) f(z) + g(z) 在 区 引 上 平方 可 积 

事实 上 , 对 于 vx e [a, 刀 ,我们 有 


Hajg(o| < +o) 


276 第 十 二 章 人情 里 叶 级 数 
因此 (1) 成 立 . 
机 
b 
ol) = | lfl+ lab)?as 
b b b 
-已 fo) +2t f f(g)ae + f g(a)ar. 


则 对 于 Vi e 及 , 有 w(t) > 0， 由 此 我 们 推 知 上 式 右 边关 于 t 的 一 元 二 
次 方程 的 判别 式 4 < 0, 即 


[ |f (xz)g(z)ldz < f Po)dz| | (edo 


由 此 不 等 式 我 们 也 可 推出 f(z)g(z) 在 [a,9 上 的 绝对 可 积 性 . 利用 这 
个 不 等 式 , 我 们 还 有 


f [f (2) + g(x)]*dz 
> [ f(r)dr+2 [ flz)g(z)dz 十 了 g2(zydz 


< [ f*(z)dz 十 2 [ Padey f 9 
Free 
由 此 得 到 


(人 yatsolPar} < 人 oaa] fr 


上 面 的 不 等 式 也 称 为 柯 西 不 等 式 , 从 它 可 以 直接 看 出 f(zx) +9(z) 是 平 
方 可 积 的 . (2) 得 证 . 

现在 我 们 来 考虑 函数 f(z) 的 健 里 叶 级 数 的 均 方 收敛 性 问题 . 显 
然 , 当 f(z) 在 [~7,7] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 平方 可 积 时 , 对 任意 的 三 角 多 
项 式 


jaz+ g (zx)dz 


一 | [Plaz+ 
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Te a y (ak cos kT 十 Bk sin kr), 
. k=1 


f(x) — T(z) We wm fr] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 平方 可 积 . 设 1 的 健 里 
叶 级 数 为 了 人 > coS nz 十 bn sinnz), 令 


A = | 去 厂 Ha- tod}, 


则 我 们 称 A， ky f(x) 一 T(x) 的 平均 偏差 . 下 面 我 们 来 计算 A2 : 
] 
A2 = 


mm ox 


ee Lf 产 (z)dz — 2 人 f(x)Tn (rT) dz :「 T8(ojdz 
= 去 | fart/ ft + cos kz oO sin kz) dz 


Ta — T(r)*dz 


] CD 二 . z 
十 二 多 十 (cc cos hz + Pksin kz)| dx 


en 


一 让 f*(z)dz 一 一 (akak + Bxrbx) 
: k=1 
十 一 3 + Bk) 
一 5 一 ， 产 (z)dz 十 一 | - Coao 十 一 ?2 CCKE 十 BkOk) 
+ D(a?+ 68)| 
k=1 
2 =/ ol | + (an — ok po 


-全 3+ 的 
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从 上 面 的 等 式 我 们 可 以 得 出 以 下 一 系列 的 结论 . 

定理 12.3.2 ( 傅 里 叶 级 数 最 佳 通 近 ) “” 设 函数 f(z) 在 [-x,7m] 上 可 
积 或 有 瑕 点 时 平方 可 积 ， 并 设 其 健 里 叶 级 数 的 部 分 和 序列 为 
{Sn(z)}, 则 对 任何 meEN 阶 三 角 多 项 式 T(x), 成 立 


| f(z) — Sn(z)] dz < 二 [f(z) — Th (2)]2dz, 


并 且 当 且 仅 当 5%(x) = 了 Th,(x) 时 上 面 不 等 式 中 等 号 成 立 . 
注 ”从 上 述 分 析 我 们 还 知道 , 在 定理 12.3.2 的 条 件 下 , 对 于 f(x) 
的 傅 里 叶 级 数 部 分 和 序列 有 以 下 性 质 : 当 m < n 时 , 有 


a [f(x) — Sn (x) dz < 三 [f(x)— Sm (2)] dy， 


由 定理 12.3.2 可 以 解决 我 们 在 本 小 节 的 中 心 问题 : 
定理 12.3.3 设 函 数 f(z) 在 [-7,7] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 平方 可 
积 , 则 对 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 部 分 和 序列 {S,(x)}, 有 


im / [f(z) — Sa (zdz =0. 


证 了 明 ” 先 设 f(z) 在 [-7,7] 上 连续 且 以 2r 为 周期 , 由 魏 尔 斯 特 
拉 斯 第 二 逼近 定理 , 对 于 ve > 0, 存在 三 角 多 项 式 T(x), 使 得 对 Vz e 


[一 7, 7]|， 有 
f(z) — Ta (7)| < /二 


| lf(®) -Tr(ar <e 


现 设 f(z) 在 [x,7l 上 可 积 . 我 们 知道 存在 连续 函数 (可 以 是 分 
段 线性 函数 ( 见 例 7.3.1 的 注 ))g(z), 使 得 


因此 我 们 有 


三 [f(x) — g(x)] dz < 1 一 
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在 z= 十 rr 的 充分 小 的 邻 域内 对 g(z) 的 值 进行 修改 , 我 们 可 以 假定 满 
足 上 述 不 等 式 的 g(x) 同时 满足 g( 一 7) = 9(r). 
由 上 面 所 证 , 存在 no € N, 使 得 
人 [ge) -To(zjjadz < 三 
因此 | 
/ea) -ToojPaa 


2 / 1 f(x) — g(x)]?dz 十 和 [ga) Tn (od | 


< E. 
最 后 设 f(x) 有 瑕 点 且 在 [7,7] 上 平方 可 积 . 此 时 不 妨 仅 f(x) 仅 以 z= 
5 为 瑕 点 . 由 假设 , 36 > 0, 使 得 


一 下 十 攻 
| ,fa < 太 三 f*(z)dz < ~ 
0, ZeE(T 一 0T| 
f(r) = 4 f(r), zzEl-Tr+0T 一 让 
0， T E [一 各 一 下 十 0) 


显然 F(z) 在 [-r,z] 上 可 积 , 且 f(-x) = f(x), 从 而 存在 三 角 多 项 
式 工 ,, (7), 使 得 


令 


Hi 


TH 一 To dz < 7 


因此 
三 [f(z) -This(zjj2dz 
< 2 lz) - flz)Pdz+2 人 [Fa) - To(zjPdz 
fi z : 一 开 十 由 
<2] ; adz+2 人 f(z)dzr + 


te 
4 4 2 


280 ”第 十 二 章 ”人情 里 时 级 数 


综合 上 述 的 证 明 我 们 知 , 车 f(z) 在 [7,7] 上 可 积 或 有 瑕 点 时 平 
方 可 积 , 则 存在 三 角 多 项 式 Tho(z), 使 得 


[Me 一 了 nm (zjl]“dqz < E. 
由 定理 12.3.2, 对 于 f(z) 的 傅 里 时 级 数 部 分 和 5%,(x), 有 
{8 -SoCPazs Ue) -TotoPar <e 
因此 当 n > N(= no) 时 , 有 
人 f(z) 一 Sn(zZ)] dz < / |f (zx) 一 Sno (x)| “dz < &. 


i TT 
Ce 不 


由 定理 12.3.3 我 们 可 以 推出 下 面 的 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 . 


定理 12.3.4 ( 帕 塞 瓦尔 等 式 ) ” 设 函 数 f(z) 在 [7,7 上 可 积 或 
有 瑕 点 时 平方 可 积 , 则 有 


0 = > + bn) = = 三 三 (z)dz， 
证 明 ”由 定理 12.3.3, 对 于 Ye > 0, 3N e N, 当 n> 时 ,有 
人 TO _Su(zjzdz <e 
其 中 {5%(z)} 是 f(z) 的 傅 里 时 级 数 部 分 和 序列 . 因此 我 们 有 
0 < :/ f(z)dz — 已 下 > 人 
+/ tf) _ Sn,(z)] ?dr < e. 


从 帕 塞 瓦尔 等 式 我 们 可 以 知道 , 并 不 是 任意 一 个 三 角 级 数 都 是 共 
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个 平方 可 积 函数 的 传 里 时 级 数 ， 例如 ,对 于 三 角 级 数 》 9， 由 
nn 二 1] 


十 oo 
于 2 = +co, 由 帕 塞 瓦尔 等 式 ,， 它 不 可 能 是 某 个 平方 可 积 函 
元 三 ] 


数 f(x) 的 傅 里 时 级 数 . 
注 ” 设 f(z) 与 g(z) 均 是 以 2r 为 周期 的 函数 且 在 fr, xl 上 平 
方 可 积 , 并 设 f(x) 与 g(x) 的 健 里 叶 级 数 分 别 为 
二 Co 
f(z) ~ 如 十 >》 (an COS NI + br, sinnz), 


二] 


| 十 Do 
gf(Z) ~ 可 十 >》 (an COSNT + Bn sinnz), 


下 一 


则 成 立 
> | f(s) | +b 12.3.2 
ry gr)dz = 2 ps anan + bn bn ), (12.3.2). 
事实 上 , 从 f +g 与 f 一 g 的 帕 塞 瓦尔 等 式 相 减 即 可 得 到 (12.3.2). 
(12.3.2) 也 称 为 三 义 帆 塞 瓦尔 等 式 . 
12.3.3 ” 傅 里 叶 级 数 的 一 致 收敛 性 


利用 帕 塞 瓦尔 等 式 , 我 们 可 以 容易 解决 傅 里 时 级 数 的 一 致 收敛 、 逐 
项 求 寻 以 及 和 逐 项 积分 的 问题 . 

定理 12.3.5 ( 傅 里 时 级 数 的 一 致 收敛 性 ) “” 设 函数 ffz) 以 2r 为 
周期 , 在 [7,7] 上 可 导 , 且 f'(zx) 在 [-T rr] 上 可 积 , 则 f(x) 的 傅 里 叶 
级 数 在 (一 00, 十 co) 上 一 致 收敛 到 f(zx). 

证 了 明 ” 设 f(z) 的 健 里 叶 级 数 为 


十 Go 
Dn 
f(z) ~ 本 十 2 (or COS NT 十 bn Sin nz), 


f'(z) 的 傅 里 叶 级 数 为 
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十 oo 
a 
f(z) ~ 十 » Cos nz 十 bn sinnz). 


mn 一 1 
我 们 有 
an = = f'(z)dx = i | 一 0 
| T 人 人 Hy 
C&， 一 -/ f'(z) cosmzdz 
= :zjcosnz|”+ /f(r)sinnzd 
= 元 1 zj) cosnz| 2 Htc)sinna 了 
Th,, n=1,2 
同 理 我 们 有 
b=—nan, n= 1,2,... 


因此 对 于 YN EN 有 


N N 1 / 
ar | 十 jp 
Dlanl + lbnl) = 5 Le + on) 
二 1 =] 


N 1yN o 
< | 8 网 | (D2 襄 ) 


二] 


/2AN n 和 
-Bfvor 
因此 f(z) 的 傅 里 时 级 数 在 (oo, 十 oo) 上 绝对 一 致 收敛 . 由 于 f(x) 处 
处 可 叶 , f(z) 的 依 里 叶 级 数 处 处 收敛 到 f(z), 因此 f(x) 的 傅 里 时 级 数 
在 (一 co, 十 co) 上 一 致 收敛 到 f(x). 证 毕 . 
定理 12.3.6 ( 傅 里 叶 级 数 逐 项 微分 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 以 27 为 
周期 , 对 于 z e [一 7,7], 了 (zx) 存在 且 在 [一 ,xl] 上 可 积 , 再 设 f(z) 的 
傅 里 时 级 数 为 


十 6o 
f(s 本 >》 (an COSNT 十 bnsinmnT)， 7 E( 一 oo, 十 oo)， 


一 
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则 


十 ce 
f (2) = > _(nbn COSNT — Nan Sinnz), YE( 一 oo, 十 co). 
二 1 


证 明 直接 应 用 定理 12.3.5 及 函数 项 级 数 逐 项 微分 定理 即 得 . 
证 毕 . 

对 于 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 问题 , 我 们 在 相当 弱 的 条 件 下 
即 能 得 到 相应 的 结果 . 

定理 12.3.7(〈 傅 里 时 级 数 逐 项 积分 定理 ) ” 设 函 数 f(x) 在 [0, 2z] 
上 可 积 , 且 以 2r 为 周期 , 再 设 


十 oo 
a 
f(z) ~ = >》 (an COS NZ 十 bn sin nz), 


“ n=1 
则 
人 f(t}dt = 本 十 3 sin nz 十 CBee Le 一 | 

n=] 

在 [0, 2r] 成 立 . 

证 了 明 对 于 ze [0,27], 作 
了 ， t 一 U tt 一 小 ， 
g(t) = rx, te (0,z), 


T 
0， te (x,27). 


设 g(t) 的 傅 里 叶 级 数 为 中 oe cos nt + Bn sin nt), 则 由 计算 直接 
得 出 及 二 ] 


CD 三 ， 
a 
on = 一 一 (n = 1,2,.…:), 
nt 
] 一 cos ny 
Bn, = 一 一 (n= 1 2 ). 


nn 


由 关于 f(t) 与 g(t) 的 由 塞 瓦 尔 等 式 即 得 
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bn(1 一 cos nz) 


nn 


十 Be 
1 三 0 ’ 
一 TT 了 (Ed 一 一 克 十 
:| rat= Ge+ > 


| rr E [0,27|. 


所 Slimn ne 十 
证 毕 . ， 

例 12.3.2 “” 求 函数 f(x) = 一 TXZ(T € [0,27|) 的 傅 里 时 级 数 , 并 
求 其 和 函数 . 

解 ”由 例 12.2.2 有 


TC— 人 cc es sn 了 
2 2 mL 
因此 由 定理 12.3.7, 对 于 Yz e [0.27], 有 


十 Go TT _: 
“TT—t — /sinnt 
/ dt=yS | -dt 
v < n=10 人 


即 
rT 大 + 1 xcosnz 
二 二 | 27|. 
2 > 2 | 7 € [0, 2 
nh 二] nh 二 1] 
所 以 二 90 
rT An2 2 cosnz 
一 一 下 宙 三 一 二 十， 7 E |0,27). 
2 3 2 n2 | 


习题 十 二 
1. 求 下 列 周期 为 2r 的 函数 的 健 里 叶 级 数 : 
(人 | (2) f (2) BE To 
(3) f(z) = zcosz, ~r ST<n; (4) f(r)=c0s TNT 


0 过 了 < 开 ， 
(5) f(z) = | (6) f(x) = sintz; 


? 
or 
4 -Ti TV; 


a 
(7) f(z) = 到 


一 2rcosZ 十 7 


(ri (8) f(x) = In|sin |. 
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2. 求 下 列 周 期 为 2r 的 函数 的 正弦 级 数 和 余弦 级 数 : 


(7(2) = 0 (2) f(z) = cosz, O<ZzTEN: 
sinz, 0<r<—, 

(3) f(z) = z(r 一 z), Og<z&Nn; (4) f(z)= 2 
U， 7 < TIT 之 研 . 


3. 求 下 列 周 期 为 荆 > 0 的 函数 的 傅 里 时 级 数 : 

(1) jz) 一 zZ 0&7z<T, 
| 

= 


4. 设 f(z) 是 (--o00, 十 oo) 上 周期 为 2r 的 函数 , 并 且 具 有 连续 的 二 
阶 寻 数 , 再 设 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 是 


其 中 4 是 常数 . 


十 De 
FTZ) ~ 十 (a COS NZ + bn sin nz). 


Tt 二 ] 


求 (zj) 和 "(zx) 的 傅 里 叶 级 数 , 并 证 明 存 在 常数 C > 0, 使 得 
lanl < 与， ol < 与 ， n= 1],2,..…. 


5. 设 f(z) 是 闭 区 间 10,2rl 上 可 表 为 两 个 单调 函数 的 差 , 它 的 傅 
里 叶 级 数 为 


十 己 吕 
flz) ~ 十 》 (an COS NZ 十 bn Sin nz). 


eg oo 0(2),m = 0(}) 
6. 证 明 下 列 等 式 : 


+oo ,， 十 ce 
1 了 一 1 
(1)z=7 -2 —— (0<z<2n), (一 2 


s < 一 (27 十 4 
A too cos nr 和 < 
2) (2 —7) ?= 二 +4》 0<rg<27),》 =—=—; 
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4 /cosnz Xs 
了 人 TS] 了 NT 
(3) z 本 ) (0 < z < 27); 


~ (—1)" cosnz 
(4) zsinz = 1 5 cosz 一 DD 


1 (rren); 


(5) ln 


十 Ge 
a 由 天 一 
sin 了 | = > 一 (z 关 2kr,k 是 整数 ) m2= 入 CD LD 

入 三 


入 一 二 


(6) m|2cosz| 一 -ee (z 关 (2k 十 1)x,k 是 整数 ). 


7. 求 出 使 下 式 成 立 的 > 范围 : x? i 1)"—s. 由 此 


求 出 ， 
十 69 人 
(1) 和 (2) > 
8. 证 明 .， 


T/ 4， 2kT < IT < (2k 十 1)Tr， 
= 4 —7/4, (28 一 1)r < < 2k7n, 
U, T= En. 


win + 1)z 
2n 二 1 


n=0 
由 此 求 出 : (1) 3D” 证 
本 ,> eT (2) 2 wont 
9. 设 函 数 f(z) 在 [0,2z 上 有 连续 的 导数 ,并 满足 f(0) = f (27) 
和 f(z)dz = 0. 证 明 ; 三 | 产 (x) ?az > 三 [f(z))dz. 
10. 设 函 数 f(z) 在 (-o0, +oo) 上 满足 |f(z)ldz < +oo; 再 


议 存 在 zo E (一 00, 十 oo0) 及 5 > 0, 使 得 下 面 (1) 或 者 (2) 成 立 : 
(1) f(z) 在 [zo - 5zo 十 9] 上 可 表 为 两 单调 函数 的 差 ; 


(2) f(zo 十 0) 和 f(zo 一 0) 均 存在 , 且 [+ 全 
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0 / 
和 | 站 2 一 人 一 qt 存在 
证 明 : 


1 请 jl t) 于 本 f(zo 十 0) f (zo 0) | 


十 De 
11， 证 明 存 在 无 穷 多 个 健 里 叶 级 数 la cosnz 十 bn sinnz) 在 


n= 二 0 
[1,1] 上 一 致 收敛 到 0. 
12. (1) 求 函 数 f(z) = cosaz (z E (7,7),0 < a <1) 的 健 里 叶 级 
数 , 并 指出 该 傅 里 叶 级 数 的 和 函数 ; 
(2) 证 明 = > 要 本 


sin QT 


(3) 令 a = 工 , 并 利用 (2) En /~ qr = 7. 

13. 设 f(z) 是 以 27 为 周 类 的 连续 函数 

(1) 对 于 Yh > 0, 令 F(x) = 译 广 f(t)dt. 证 明 F(x) 是 以 27 
为 周期 的 连续 可 微 函 数 . 

(2) 对 于 ve > 0,36>0, 当 0<h<5 了 时 ,对 vz eRR, 有 

F(x) — f(z) < e. 

(3) 利用 上 述 结 果 证 明 : 对 于 ve > 0, 存在 三 角 多 项 式 T(z), 使 
得 对 Yx € 民 , 有 |f(x) ~ T(z)| < e. 

14. 设 函 数 f(z) 和 g(z) 以 27 为 周期 , 且 在 [n,m] 上 可 积 . 证 
明 f(z) 与 g(z) 的 傅 里 时 级 数 相 等 的 充分 必要 条 件 是 


ff) golar =0, 


15. 求 函数 f(z) =z (ze (--7,7)) 的 健 里 叶 级 数 . 通过 对 f(x) 的 
健 里 叶 级 数 逐 项 积分 求 函 数 g(x) = 2? (zE(-TT)) 和 hh(z)=2* (ZE 
(一 zr,7)) 的 健 里 叶 级 数 . 


10. 


11. 
12. 


153. 
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第 七 章 
, aT + i 2. 用 反 证 法 , 从 定 积分 的 定义 推出 矛盾 . 
. {1) ln 2:; (2) 了 (3) 47. 4. a 


.从 定 积 分 的 定义 直接 给 予 证 明 . 
.必要 性 是 显然 的 . 充分 性 的 证 明 可 如 下 进行 : 在 所 给 的 条 件 下 , 对 于 ve > 0， 


存在 [a 可 的 一 个 分 割 A, 使 得 ws A < 6 


. 对 于 [a, 的 分 割 AA :ao=zo0<zi< .< zn = b, 记 wi(h) 为 


函数 h(z) 在 [zi-1, zt = 1,2,… ,n) 上 的 振幅 , 则 有 wi(f+) < wi(7) 
和 wuwi( 广 ) < wi(f). 因此 当 疡 E 瓦 [a 避 时 ,有 六 ERa 可 和 六 <E 责 [a, 吕 . 
由 fw) = 广 (z) 一 f(z) 推出 必要 性 . 


.考查 fe gn) A 与 y f(s)g( (&i)Azi 的 差 ， 


t=] t= 上 


，(1) 考查 f(z) 与 一 一 在 小 区 间 上 的 振幅 之 间 的 关系 


7 
(2) 考查 f(z) 与 In f(z) 在 小 区 间 上 的 振幅 之 间 的 关系 . 
对 于 ve > 0, 存在 [a, 贡 的 分 害 A :a= zo<2zi<…< zn = b, 分 别 
到 Mi 和 msi 为 f(z) 在 [zi-i,Ti](i = 1,2,:… ,mn) 上 的 上 确 界 与 下 确 界 ， 
则 有 > ov 一 ijAzi < E. 因此 可 以 构造 分 段 线 性 函数 g(z) 和 hh(z). 


由 f(z) 的 一 致 连续 性 , 在 9(z) 振幅 很 小 的 区 间 ，jo(z)) 的 振幅 也 很 小 . 
利用 f(x) 的 可 积 性 可 以 找到 一 个 闭 区 间 套 {[an, bn]}, 使 得 [aaa bn+1 
落 在 [on, bn] 三 等 分 的 中 间 部 分 , 并且 f(z) 在 [an,bn] 上 的 振幅 wn 一 
0(n 一 oo). 证 明 区 间 套 的 交点 为 f(z) 的 连续 点 . 

先 用 有 限 个 长 度 很 小 的 区 间 盖 住 这 有 限 个 聚 点 , 然后 利用 定理 7.2.5 的 方 
法 证 明之 . 


14. 
16. 
17. 


18., 


19. 


20. 


21. 


2. 
23. 
24. 
25. 


26. 


Zi 
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利用 13 题 . 15. 利用 12 题 
利用 可 积 性 以 及 定理 7.2.4. 
(1)} < 人 0; (2) < 0; (3) > 0. 


b 
考虑 积分 于 f(x) 一 tg(z)] "dz, 其 中 t 为 参数 . 
(1) 对 于 Ye > 0, 存在 5 > 0， 对 Yn EN, 有 上 1 一 2 )"dr < E. 由 注 意 
到 | -azo0 和 /( 1 一 了”) ) dz 一 0 (n 一 00), 即 可 证 明 (1). 


(2) 对 任意 的 6 > 0, 序列 { 广 (1 一 工 "dz 与 {f a- ]” dz 都 
是 序列 {f-0 -znaz| 的 高 阶 无 穷 小 . 


f(z) =0. 


(1) 首先 , 存在 上 € [a,b] 上 , 使 得 ef f(z)dz 二 | 了 (8)|; 其 次 , 对 
， | 

F ve elo,d, f If' (lar > 1f(5) -7 

考虑 证 明 f”(zx) = 0, vz 0. 

注意 到 次 数 为 n 的 多 项 式 至 多 有 n 个 实 根 . 

(1) 利用 分 部 积分 (2) 利用 柯 西 - 施 瓦 瓷 不等式. 

(D0; 6) 


(3 ) CY 
D3; (0)2 (3): 


Nh 
9 +I 


Ss a 5 2 
(5) (3 = 9E ; (6) Et (7) 一 16° (8) TI ; 
(9) 1— V2+ln(1+ V2); (10) 240 — 88e:; 
(一 Jr — 1)! 12) 0: 
人 (m+no—1)! ( ) (an) 二 (tan1)2k- zk- 
(13) ln(n!): (14) -过 0 
(15) -五 人 二 


。{1) -5; (2) 16. 
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28， 对 于 充分 大 的 TT, 记 了 全 = 2nr7 十 4, 其 中 0 < 71 < 27, 再 利用 积分 区 间 的 可 
加 性 . 
29. 利用 积分 变换 . 
30. 记 Mm 分 别 为 f(z) 在 [a,b| 上 的 最 大 值 与 最 小 值 , 记 g(z) 在 [a,b] 上 
的 零点 集合 为 .车 f(z) 在 [a, BNE 为 常数 , 则 结论 显然 成 立 ， 否 则 存 
在 [a,bN\EB 的 子 区 间 [zt,za]， 使 得 对 于 x E [zi,zal, 有 jz) < M, 以 及 
存在 [a,b| 的 子 区 间 |[z1, x4], 使 得 对 于 x € [x1, 7x2], 有 jz) > m， 由 定 积 
分 的 性 质 即 可 推出 结论 . 
31. 1. ， ) 
本 
并 大 
(2) Wy TT 7 ~ Et KH ée [ 了 | 
34. 可 以 设 f(x) > 0, 否则 考虑 f(x) 一 f(x), 然后 利用 定 积分 第 二 中 值 定理 
即 可 . 
35. 设 f(z0) = M. 对 于 Ye > 0, 存在 包含 zo 的 团 区 间 [zi1, zz] C [oa 可 使 
得 f(x) > MM 一 ,VYzx € |z1,X2]， 因此 对 于 vn E N, 有 
| / (0M -ordaz| < | 了 mae] <( a Mrrdz) 
36. 先 用 定 积分 第 一 中 值 定理 , 然后 用 罗 尔 微分 中 值 定 理 . 
37. 利用 积分 第 二 中 值 定理 . 
38. (1) 3 (2) 4V2; (3) 5 
_]1\3 _ _]\2 a 
(4) | :) 十 二 一 1 一 管 一 arcsin 全 
39. 利用 定 积 分 的 几何 意义 . 
40. (1) 3Ta2 2) (dn3 43n): (3) 3rc- 
‘0. (1) 3ma’; (2) 可 (mr + 37); Op 
41. (1) ai (2) Zo (3) 5a2 
3 _ /5 , 4_ ， 
42. (Dan; (2 Var (3)V3+35m (WL HVA 
43. 


绕 z 轴 旋 转 时 的 体积 为 sh', 绕 y 轴 旋 转 时 的 体积 为 7h. 
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TT ,2 4V3 2 4 
44， 2 obh , 45, ut 46， 3(" 5 ): 
47， > a’ 48， 利用 微 元 法 . 


49. (U6ai (2)a rT 十 = In(2r + V1+ hn? )| . 
(3) [2aV1 +4a2+In(2a+ Vi+4a3)]; (4) 2r2a， 
51. (1) TI(2 +PVPTF ~ 


2 
27|b| (+ TE 2 ， a >b, 
(2) * 
vb 一 a 十 加 
27lb| (bl + 一- In 4 ), < 
"lol (Ial Fs 人 
l1» 
(3) To (4) 27[V2 + ln(l + V2)]; 


(5) na (6) Ta (2 + asinh 2 ) 
52. (1) ra’ (2) 2a(2 ~ VID). 53. 
54. 质心 坐标 (9, 2 ) 转动 惯量 ]- = 九 = 工 Fa 


| 导 


55。 质心 (9 0, 5)， 转动 惯量 .JJ, = oh 


56. 了 (a2 + ab+b?). 57. ng. 
第 八 章 
1. (1) jn 2 (2 (3) In(2+ V3) -In3; 
(0) TL +3In2; (5) BD (n> 9, F (n=1). 


2. (1) 和 (2) 收敛. 
(3) 当 p > 1 时 , 收敛 ; 当 p < 1 时 , 发 散 . 
(4) 当 g 一 p> 1 时 , 收 鱼 ; 当 g 一 p< 1 时 ,发散 (5) 收敛 . 
(6) 当 a > I 时 , 收敛 ; 当 0 <ag1 时, 发 散 . (7) 收敛 . 
3. (1) 收敛 但 不 绝对 收敛 . 
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一 下 
(2) 当 a > 1 时 , 绝对 收敛; 当 0 < a < 1 时 , 收 伍 但 不 绝对 收 敏 

(3) 当 ca > 1 时 , 绝对 收敛 ; 当 < a 1 时 ,收敛 但 不 绝对 收 敦 ; 当 am < 
时 , 发 散 . 
(4) 收敛 但 不 绝对 收敛. 
FE Sy 
4. | 2 dz 条 件 收 化 / dz 绝对 收 化 
5. 直接 从 定义 出 发 证 之 . 
6， 变换 后 的 积分 区 间 不 对 . 
7. 不 一 定 , 例如 取 h(z) = 1(z e [0,]),A(z) = 三 (z > 1), 然后 构造 满足 条 
件 的 单调 连续 函数 f(z), g(z), 使 得 它们 分 别 在 许多 区 间 为 常数 函数 
8. 利用 积分 变换 以 及 狄 利克 雷 判 别 法 . 
9. 利用 狄 利 克 雷 判别 法 . 
10. 用 反 证 法 并 利用 柯 西 准则 . 
11. 利用 柯 西 准则 
12， 利 用 阿 贝 尔 判别 法 . 
十 已 天 十 Ga 
13， 由 于 / f+(z)dz 发 散 , 从 而 / Ig(z)jdz 也 发 散 
D -JD 


2 


14. {1) 可 (2) 7; (3) = (4) ("mr 


、 外 

(5) —4; (6) a 
15. (1) 发 散 ， (2) 当 a<1 目 8 <1 时 , 收敛 : 否则 发 散 . 

(3) 收 合 。 (4) 收敛 . (5) 收敛 

(6) 当 p > 一 1 且 g > 一 1 时 , 收 伍 ; 否则 发 散 . 

(7) 当 a > 一 1 时 , 收敛 ; 否则 发 散 . 
16. (1) 当 a = 0 时, 收敛 ; 当 a 关 0,8 < 2 时 , 收敛; 8 > 2 发 散 . 

(2) 注意 到 当 a < 0 时 , z = 1 为 瑕 点 , 对 任何 a 发 散 . 

(3) 当 86 一 a < 一 1 时 , 收敛 ; 否则 发 散 . 

(4) 收敛 (5) 当 0 < p<2 时 , 收敛 ; 否则 发 散 . 
17. (1) 当 p > 一 1,1 <g < 2 时 , 绝对 收 合 ; 当 -1 < p < 0,g = 0 时 , 条件 

收 敏 ; 当 p > -1,0 < g < 1 时 , 条 件 收 伍 、 其 余 情 形 发 散 . 
(2) 当 p> 1 时 , 条 件 收敛 ; 当 p < -1 时 , 绝对 收敛. 


19. 
20. 


21. 


22. 


部 分 习题 答案 与 提示 293 


(3) 绝对 收敛 . 

(4) 当 B 宕 0 时 ,着 a > -2 且 8 > a 十 1, 则 绝对 收 人鱼 ; 者 a > 一 2 
且 a <B < a+t1, 则 条 件 收敛 . 

当 B<0 时 ,车 a 一 8 > 一 2 且 a < 一 1, 则 绝对 收敛 ; 者 a 一 8 > 一 2 
且 -1 < a < 0, 则 条 件 收 化. 

利用 阿 贝 尔 判别 法 . 

利用 阿 贝 尔 判别 法 . 


1 
n”, 二 一 ， 
TL, 


0 ”其 他 
对 于 Ve > 0 由 于 f(z) 是 单调 函数 ,所 以 / f(z)dz 绝对 收敛 ,天 


结论 不 一 定 成 立 , 如 f(z) = | 


"XX | X 
此 存在 苇 > a, 使 得 / f(z)sinAzdz| < f(z)ldz < e; 然后 证 
应 0 


Xx 
明 im f(x)sin Ardz = 0. 


lnp2 — lna? 


(0 lb 
. 根据 g(z) 的 连续 性 , 存在 4 > 0 及 区 间 [a,4b| Cc [0, 了 T, 使 得 对 于 Yz € 


[ao 可, 有 lg(z)| > A. 


1 1 
, 不 一 定 如 f(z) = 亿 ， 并 所 Cn- ant 十 吉 ) ,7 之 2 
0， 其 他 . 
. 利用 瑕 积分 收 钙 的 柯 西 准则 . 
第 九 章 


1 | | .3 4 
. (1) 收敛, 3; (2) 收敛, 1 (3) 收 敏 , 7; 。 (4) 收 化 , 一 


(5) 发 做 ; (6) 发 散 ; (7) 发 散 (8) 发 散 . 


(1) 收敛 . (2) 收敛 . (3) 发 散 . (4) 发 散 . 
(5) 收敛. (6) 发 散 . (7) 收敛 . (8) 发 散 . 
(9) 发 散 . (10) 收敛 . (11) 当 a = 1 时 发 散 , 当 a 关 1 收敛 . 


(12) 当 p < 3 时 , 收敛 ; 当 p > 3 时 , 发 散 
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(13) 当 p < 3 时 , 收敛 ; 当 p > 3 时 , 发散、 (14) 收 化 
(15) 当 a > e 时 , 收敛 ; 当 a < e 时 , 发 散 . (16) 发 散 . 
(17) 当 p> 2 时 , 收 线 ; 当 P < 2 时 , 发 散 。。 (18) 收 人 


3. 利用 柯 西 准则 可 知 lim a 二 0, 表 由 {an} 的 单调 性 推出 结论 . 
4. 利用 lanbn| 所 ~ (a2 bz ). 

5. 在 题目 的 条 件 下 有 f(x) = 了 (0)z 十 2 "(0)z? + ofz2j(z 一 0). 

6. 注意 到 Vananii < 一 t+. 当 {an} 单调 时 , 有 


Qntl 全 VAndntl S dn. 
7. (1) 人 人 Sl 并 
IN N+ DR 十 
(2) 分 < 一 一 六 
52 < Sn 二 Sn 
Qn 
(3) : 1 十 AT 
] 


(4) 对 于 Yn EN, < 吕 < 
8. 在 题目 的 条 件 下 有 Cn Nt Nt 
| 


全 十 天 站 人 十 1 


9. 对 二 1,2,… ,n 一 1 我 人 有 + < 2 , 将 这 n 一 1 个 不 等 式 相 乘 . 


10. (1) 当 p> 3 时 , 收敛 p<l 时 本 
(2) 收 敏 ， (3) 收敛 ， (4) 发 散 ， (5) 收 伍 
(6) 收敛 (7) 收敛 ， (8) 收敛 . 

11. (1) 当 p< 3 时 , 发 散 ; 当 3 <p<1 时 , 条 件 收敛 ; 当 p>1 时 , 绝对 收 伍 
(2) 当 a < 一 1 时 , 发 散 ; 当 -1 < a < 0 时 , 条 件 收 敏 ; 当 a > 0 时 绝对 

收敛 . 

(3) 当 p < 0 时 , 发 散 ; 当 0 < p < 1 时 , 条 件 收敛 ; 当 p > 1 时 , 绝对 收敛 
(4) 当 a<0 时 , 发 散 ; 当 0<a< 了 时 , 条 件 收敛 ; 当 a> > 时 , 绝对 收 全 


12. 


13., 


14. 


15,., 


16. 
17. 
18. 
19， 


20. 


21. 


22. 


2 二 


了 村。 


20. 


27. 
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(5) 绝对 收敛 . | 
不 一 定 , 例如 an = -LD 


必要 性 是 显然 的 , 充分 性 的 证 明 可 以 利用 柯 西 收敛 准则 得 到 . 
1) (1)"* 1 

例如 2 和 >- | 

不 一 定 , 例如 an CD 


利用 柯 西 收 合 准 则 与 阿 贝 尔 变换 . 
利用 柯 西 收 合 准 则 与 阿 页 尔 变换 . 
对 有 限 和 的 相应 不 等 式 直 接 推 出 . 
利用 有 限 和 的 赫 尔 德 不 等 式 . 


利用 19 题 , 取 p 二 4 3 


n 


考查 y n(an amt) 与 > 部 分 和 之 间 的 关系 . 


nn 三 ] 一 】 


先 假定 {an} 单调 ， 然后 利用 级 数 的 重 排 
证 明 存 在 so > 0, 使 得 0 芯 三 zjidzr < 1— eo. 
U 
(1) 收敛 . (2) 收敛， (3) 发散. ”(4) 收敛 . 
(5) 当 p > 1 时 , 收敛 ; 当 p < 1 时 , 发 散 . ”(6) 收敛 . 
(7) 收敛 ， “(8) 发 散 . 


证 明 i (= +an) 一 1 绚 对 收敛 . 


] 
mm | Vk 


-元 十 工 十 一 天 n= 二 2k 
VEk EVA 加 


第 十 和 章 


. (1) (~o00, ~1)U (- Seo (2) (一 1 1). 
(1) 0, 一 致 收敛 ; (2) 0, 不 一 致 收敛 ; (3) 0, 一 致 收 伍 ; 


(4) 0, 不 一 致 收 敏 ; (5) 0, 不 一 致 收敛 ; 


299 
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(6) 0, (a) 一 致 收 敏 ，(b) 不 一 致 收敛 : 
(7) 0, 一 致 收敛 ; (8) 当 z= 5 时 为 1, 否则 为 0, 不 一 致 收敛 . 
3. (1) 一 致 收敛 . (2) 一 致 收敛 . (3) 一 致 收敛, (4) 一 致 收敛 . 
(5) 当 a < 1 时 , 一 致 收敛 ; 当 a > 1 时 , 不 一 致 收敛 . 
(6) 当 a > 5 时 一 致 收敛 ; 当 0 < a < 了 时 , 不 一 致 收 全 
4. 宇 出 f(z) 的 一 般 形式 ， 
5. 在 所 给 条 件 下 , 存在 M > 0, 对 于 YX > 0, 在 区 间 [一 外, XX] 上 , 有 
lbn sin anz| < MXlan| (n=1,2,...). 
6. 利用 一 致 收敛 的 定义 . 
7. 不 炉 设 f(z) > 0(z E [o 昌 ). 利用 一 致 收 钱 的 定义 以 及 f(z) 在 fo, 避 上 的 
” ”最 小 值 大 于 零 . : 
8. 利用 一 致 收 伍 的 定义 . 
9. 如 f(x) = 一 (ze (0, +00)), gn(z) = zx" (x € (0,1)). 


: 1 一 rw, 0 

10. (1) 如 fn(7z) = |， 1 
| n 

(2) 利用 定理 10.4.1 后 面 的 注 . 


+oo 
11. 用 阿 贝尔 判别 法 证 明 函 数 项 级 数 》 ,一 在 [zo, +co) 上 一 致 收敛 
nn 三 1 


12. 利用 有 限 材 盖 定 理 . 
13. (1) 证 明 等 式 右边 的 函数 项 级 数 在 (0, 十 co) 内 团 一 致 收敛 ; 
(2) 证 明 等 式 右边 的 函数 项 级 数 在 (一 co, 十 co) 内 闭 一 致 收敛 ; 


(3) 证 明 等 式 右边 的 函数 项 级 数 在 | 3, 1| 上 一 致 收 人 
14. (1) -3 (2) — In2. 


15. 证 明 逐 项 求 导 后 的 级 数 在 所 给 的 区 间 内 闭 一 致 收敛 
16. eC—1. 
17. 首先 我 们 知道 f(z) 在 任何 闭 区 间 上 可 积 , 并 且 了 f(z)dz 绝对 收敛 . 


对 于 ve > 0, 存在 X > 0, 使 得 对 于 任意 的 n e N, 有 


18. 
19. 
20. 
1. 


必 2. 
23. 
24. 
25. 
26. 


27. 
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< 


[ fn(z)dz| <&, f/f- fn(T)dz 


he 十 Ge 
矿 raz| < 矿 yda 
| oe 
然后 在 [一 X,X] 上 应 用 定理 10.4.5 


< E, 


1 al 

估计 人 所 (zjdr 与 rdz 的 差 . 

估计 人 关 (odz 与 人 Alajds 

a < 1. 

对 于 vvnE 本 及 VYrzeEila 引 有 |unf(z)| 过 |un(a)| + |un (0)|. 


(1) 利用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 : 

(2) 求 出 极限 函数 f(z) 并 证 明 lim 所 (到) 一 /(2) * 0. 

求 出 极限 函数 , 然后 在 [0, 1] 上 用 犹 尼 定 理 

证 明 lim /flo(s) -edz= 0 

直接 验证 

例如 户 (z) = sin 二 

必要 性 是 显然 的 。 充分 性 ， 对 于 ve > 0, 将 [0,1] 等 分 成 有 限 个 小 区 
间 [zi_1, zi](i = 1,2,… ,nn), 使 得 在 每 个 区 间 上 函数 序列 中 的 每 个 函数 
的 振幅 都 小 于 <, 然后 对 于 vz e [zi i], 利用 


fn(z)— fm(T)|S | fn(7)— fn(zD) N+ |fn (0) — fn(TD) + lfm(Ti)— fm(r). 
证 明 该 函数 序列 等 度 连续 . 
第 十 一 章 


(1) 了 一 十 co， 收敛 域 为 (一 00, 十 00). (2} 7 = 1, 收 合 域 为 (一 1, 1). 


(3)} 7 = 1, 当 a 2 0 时 , 收敛 域 为 {1,1); 当 一 l1<a< 0 时 , 收敛 域 
为 [一 1,1); 当 a < 一 1 时 , 收敛 域 为 [一 1, 1]. 


(4) 7 = 5 收 敏 域 为 (~ 3) (5) 7 二 十 co, 收敛 域 为 (一 00, 十 o0). 


(6) 7 = > 收敛 域 为 (2 一 ,2 十 本 (7) 7 = 1, 收敛 域 为 [一 1, 1). 
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(8) 了 = 二 1, 收 仇 域 为 (一 1, 1). (9) 7 = 十 oo, 收敛 域 为 (一 00, 十 cc)， 
(10) 7 二 1, 收敛 域 为 (—1, 1). 


r < 1， (3) rk; (4)1. 


3. (1) min{ra,ro} < rr < +oo; (2) rary 所 了 & 十 co， 


一 TT / 0, + 
4 (tm; (sasa-aa-a | 


27 人 
十 了 7 
(3) GE 一 (my 
上 一 0, 
(5) sn + 四 -al x 关 0; 


(6) CE DE (7) 人 二 1 (8) 5 


2 , Var, 


5. (1) T; (2) yz (3) In2; ” (4) 二 


6. (1) CD” TE(—00,+00); 
四 7 (Dr !) ' de WE 


W esa 1) 2 ) sno) —1) Sy 1 T E (一 co 十 coj; 


(3) Ss 7 € (—00,+00); 


旋 一 出 


十 oo 1 Fy : | 
中 2 i T 所 《一 co 十 coh 


i | 时 r2m 十 1 
(5 ) > : (2n + 1) 2n + 1)! 二 【一 59， 十 oojj 
rt! 
(6) s+ DD op z € (—1,1j; 


十 cx D2m 十 1m2m 十 1 
(7) arctan 2 一 ee 2 € (~—1,1); 
Nt 二 0 : 


17. 
18. 
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2n 二 1 


@) + 1)” Ce 


(2n)l 2 十 1 E [Lj 


十 oo m2 1 和 
(9) i TE(-1,1); 
祁 三 ] 


十 eco / 1\n—l _ NA[ 登 ] 一 1 1 
(10) 人 1) 十 ( 1) 2 UL 十 1) a 和 所 【一 1 1]: 


元 二 ] 加 
1 1 NTZ2n 
0 习 | 二 二) 一 人 
2 ) (1+3 i x E (一 1, 1]; 
1 1 | 二 er! 
(12) 2 {1 , \ oe 
) > Fo 
eh tn 
FT ” 


十 Do 
1 加 1mn—k 1 nlna | _n 人 
>》 i 2 1) z 十 (一 JJ ”21n 2 Tt 二 +1l—ln2. 


Ti== | 


,将 一 在 (0,1) 内 展 成 震级 数 , 逐 项 积分 后 取 极限 . 
.利用 泰勒 展 式 的 积分 余 项 并 注意 到 对 于 vn > 1, f"(zx) 都 是 单调 上 升 函数 . 
1. 将 了 一 =26 十 8 一 aa 代入 计算 . 


N 
对 于 YM > 0, 存在 和 NE N, 使 得 》an>M. 因此 有 


元 三 0 


lim anT > lm > anT >M. 
0 z 一 1-0 人 
pe 入 二 如 


TIT—+1— 


: 对 于 f(z) 的 每 个 等 点 zo, 将 f(x) 在 zo 处 展 成 虎 级 数 ， 再 证 明 存 在 邻 


域 Uo(zo,5), 使 得 f(x) 在 该 邻 域 中 没有 零点 . 


:证明 f(x) 的 麦克 劳 林 级 数 的 收敛 半径 为 oc. 
. 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 存在 一 列 多 项 式 {PP (zx)}, 使 得 它 在 [0, 1] 上 一 致 


收 敏 到 f(z), 从 而 有 0= /f(z)Pa(z)dz 一 f(s)dz(n = o0). 
0 0 

用 反 证 法 并 利用 柯 西 收敛 准则 推出 矛盾 

证 明 lim f(z) 与 _lim f(z) 存在 
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第 十 二 章 
COS cos(2n + 1)z 
3 (1) 3 2 > (2n + 1)2 | 
(2) 一 人 已 一 Te )+ 二 |(- .TO 
DAe ES (e ”一 ) cos nz 
十 (一 1 二 > (e “一 e "")sin nz 
7T(n2+oa?2) 小 : 
十 cos 27 
-3 ]) 4) 一 一 一 一 一 | 
(3) nz+ DC- T Sin ne (4) | 
(2 一 灿 
(5) > 一 本 (6) 2 一 Cos2T 十 一 cos 47; 
8 2 8 
~ TC COs nz 
)1 2 BY 一 te 
"Ee (8) 一 In2 一 这 
4co8s 2n7 
2, {1) sin Zz; 一 
Oi a — 1)7 
十 oo | 
(2) i COS 了 |; 
Tr2 As cos2mz 
= ee 
9) DT ~ sin(2n — 1)z; 忆 2, 3 
oe i T Sn 2ne; tn 2 COS 2n7 
An? 一 T TT 人 po 


. (1) DE n( rz 0 $+ 一 sin -ain | Fo 


十 上 
. f(z) ~ 2 _,(—nan sin nz 十 nbn cos nx), 
n=1 
f(z)~ (一 nan cosnz 一 bn sinnz). 
n= 三 ] 
TT TT a 人 Tn 
ze [mr (1) a; (2) 机 8. (1) 3; (2) 


.利用 帕 塞 瓦尔 等 式 及 f(z) 与 六 (z) 的 傅 里 叶 系数 之 间 的 关系 . 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. f( 
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人 邦 在 无 浪 名 个 以 2r 为 周期 的 光滑 函数 在 [一 1, 1|] 上 取 零 值 . 
。 二 co a Ynt1 | 
(1) 2sin on 去 +! era ,和 国 数 为 cos az. 


nT Je 一 12 


(1) 利用 等 起 f( 5D)= 玄 上 f(z+t)at= 恋 |/ . rat— / f(Wad| 
(2) 利用 定 积分 第 一 中 值 定 理 与 f(x) 的 一 致 连续 性 ; 

(3) 利用 F(x) 的 傅 里 时 级 数 一 致 收敛 到 F(zx). - 

证 明 等 价 命题 ，7(z) 的 传 里 叶 系数 全 为 0 的 充分 必要 条 件 是 / |7(z)ldz= 


0, 并 证 明 ”|f(z)laz = 0 的 充分 必要 条 件 是 / yz(zjdz = 0. 最 后 利 
用 帕 塞 瓦尔 等 式 . 


十 6 
”1 SINNnT COS nx 
) ~ 
视 三 1] 二] 
ES Sn nx 3 sin nT 
hz ~ 27 aa Sy | oe En 
(z) ~ 27” 》 (一 1) 2 


村 
TL 
i 二 1 入 一 荆 
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A 等 度 连续 
阿 贝尔 第 二 定理 220 猴 利 死 雷 定 理 
阿 贝尔 第 一 定理 220 狂 刊 郊 雷 核 
阿 贝 尔 判别 法 108, 116, 147, 189 狄 利 殉 雷 积分 
阿 基 米 德 旺 线 呈 狄 利克 雷 判别 法 “107, 116, 146， 
狄 后 定理 196, 197, 
定 积分 
锌 积 函数 7 | 定 积分 第 一 中 值 定 理 
比较 判别 法 130 | 定 积 分 第 二 中 值 定理 
变 上 限定 积分 37 
变 下 限定 积 37 
部 分 和 124 费 叶 核 
| 分 部 积分 法 
部 分 和 序列 124 
部 分 积 a 分 段 可 微 
部 分 积 序列 161 分 段 线性 
分 段 线性 函数 
I 傅 里 叶 级 数 
乘积 矩阵 158 | 健 里 叶 级 数 逐 项 积分 定理 
重 排 152 | 健 里 叶 级 数 逐 项 微分 定理 
D 傅 里 叶 级 数 最 佳 通 近 
达 布 大 和 16 | 传 里 叶 系 数 
达 布 定理 18 G 
达 布 小 和 16 | 上 古 鲁 金 第 二 定理 
达 朗 贝尔 判别 法 135 | 古 鲁 金 第 一 定理 
带 积分 余 项 的 泰勒 公式 51 | 光滑 曲线 
带 柯 西 余 项 的 泰勒 公式 53 | 广义 积分 


等 比 级 数 125 | 广义 帆 塞 瓦尔 等 式 
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H 可 求 长 曲线 71 
函数 项 级 数 172 L 
函数 序列 171 | 拉 普 拉 斯 变换 119 
和 函数 172 | 拉 贝 判别 法 139 
换 元 法 40 | 药 布 尼 茨 交错 级 数 145 

J 莱 布 尼 获 交错 级 数 判 别 法 145 
基本 三 角 函 数 系 244 | 惑 贝 铬 定理 27 
积分 变量 7 李 暂 西 次 定理 265 
积分 余 项 51 黎 曼 定理 156 
极限 函数 171 | 黎 曼 函数 
级 数 发 散 124 | 么 受 和 
级 数 收 伍 站 黎 曼 局 部 化 定理 261 
几何 级 数 125 称 曼 可 积 
交错 级 数 1 0 贝 格 引 理 258 
阶梯 函数 | 连续 曲线 Pa! 
静 力 矩 77 M 
局 部 一 致 收敛 195 | 麦克 劳 林 级 数 226 
绝对 收敛 101, 129 | 麦克 劳 林 展 式 226 
绝对 一 致 收敛 187 | 帮 级 数 212 
均 方 收 全 275 N 

K 内 闭 一 致 收敛 195 
柯 西 不 等 式 276 | 内 部 25 
柯 西 乘积 159 | 内 积 244 
柯 西 -哈达 玛 定理 216 | 牛顿 - 莱 布 尼 获 公元 13 
柯 西 余 项 53 P 
柯 西 主 值 100 | 帕 塞 瓦尔 不 等 式 280 
柯 西 准则 101, 114, 128, 137, 181, 182 | 庞 加 莱 距 高 45 
可 被 多 项 式 通 近 236 | 平方 可 积 275 


可 积 7, 93, 94 | 平均 依 差 CT 
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Q 无 穷 积 分 92_94 
. 曲 边 梯形 1 | 天 办 积 分 友基 103 
曲线 63 | 无 穷 积 分 收敛 103, 104 
S 
上 积分 18 | X 型 区 域 60 
上 限 7 | 细 分 17 
实 解析 225 | 骤 点 mu 
收 敏 半径 5 瑕 积分 92, 111 
收 伍 点 171, 172 瑕 积分 发 散 
收 敏 域 171 172 | 瑕 积分 收敛 111 
数 项 级 数 124 Mag > 
双 曲 距离 45 星 形 线 出 
和 旋转 体 70 
泰勒 级 数 226 
oi “| 这 型 区 域 60 
NNN 128 | 一 致 有 界 180 
本 站 | Young 不 等 式 62 
通顺 124 | 余弦 级 数 252 
椭圆 积分 ?4 | 圆 的 渐 伸 线 90 
W 
瓦 利 斯 公式 47 | 振幅 2 17 
魏 尔 斯 特 拉 斯 第 二 通 近 定理 270 | 正定 向 64 
刍 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 187 | 正 交 p44 
微 积 分 基本 定理 12 | 十 改 级 数 D52 
微 元 68 | 正 项 级 数 130 
微 元 法 68 | 质心 ;A 
无 究 冬 积 161 | 重 排 152 
无 穷 匀 积 发 散 161 | 转动 惯量 pt 


无 穷 匀 积 收敛 161 | 最 值 判 别 法 185 


